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LK LINEE E LE SUPERFICIE 

SULLE QUALI UN AGENTE FISICO QUALUNQUE HA UN'INTENSITÀ 
DATA DA UNA LEGGE ARBITRARIA 

NOTA 

DI 

GEMINIANO PIRONOINI, a Parma. 



§1- 

Si supponga che da un puuto iisso (centro) , situato a distanz i finita o 
infinita^ Irradi un'energia qualsiasi, reale o ipotetica^ e che essa si propaghi in 
linea retta in tutte le direzioni, manifestando la sua azione in qualunque punto 
P dello spazio 

Generalizzando le note leggi che sussistono per gli agenti fisici ordinari 
(suono, luce, calore , ) , per Tagente di cui ora si tratta si fanno le se- 
guenti ipotesi : 

Quando il centro di emanazione è a distanza finita, Tintensità 

A) in un punto qualunque P libero dello spazio è una funzione : 

(1) I = f(Ei) 

del solo raggio vettore R = OP. 

B) in un punto qualunque P di una superficie S, o di una linea l situata 
in un piano passante per 0^ è, in generale, una funzione : 

(2) I = P(R,co8 0) 

del raggio vettore R e del coseno dell'angolo 6 che questo fa colla normale di 

VCL. XL. 1 
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S; o colla normale principale di l (F può eventualmente ridursi a una funzione 
della sola R). 

Quando il centro di emanazione è airinflnito, l'intensità 

A) in tutti i punti liberi dello spazio è costante. 

B) nei punti di una superficie S, o di una linea Z posta in un piano pa- 
rallelo alla direzione D del punto all'infinito 0, è una funzione : 

(3) I = F(cose) 

del coseno dell'angolo 6 che la direzione fissa D forma colla normale di S ; o 
colla normale principale di l (•). 

Considerando poi il cono H che projetta da una linea a doppia curva- 
tura L , ovvero il cilindro K che projetta L parallelamente alla direzione D , 
come formati da un'infinità di striscio infinitesimo , si trova che le formolo (2) 
e (3) esprimono pure l'intensità dell'agente fisico nei punti della curva L, pur- 
ché si prenda per 6 1' angolo che il raggio vettore R , o la direzione D , for- 
mano con quella tangente al cono H o al cilindro K ; che è ortogonale alla 
linea L. 

§ 2. 

Se R = E (t«) è l'equazione polare di una linea piana qualunque /, si ha : 

cos 6 = - _^ 1 
VR* + R'* 

Se dunque, lungo l, l'intensità dell'agente fisico considerato, espressa dalla (2), 
si suppone pure espressa da un'altra legge arbitraria: 

(4) I = O (R , C08 6) 
il confronto delle (2) , (4) ci dà : 

(5) ¥ (R , cos 6) = O (R , cos 0) , 
ossia : 

R \ ^ /,. R 



(6) 



V \/R*-fR'«/ V VR* + R'v 



(*) Basta ricordare ciò che i fisici ammettono per l'intensità della gravità nel- 
Tinterno del globo, per l'intensità di certe forze attrattive o ripulsive di varia na- 
tura che agiscono fra le molecole dei corpi, ecc. per persuadersi che qualcuna 

delle ipotesi fatte può corrispondere all'effettiva realtà, anche nel mondo fisico. 
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che è Tequazione differenziale della linee Z, e la cui integrazione è riducibile 
a quadrature. 

Se poi S è una superficie in cui ha luogo (4), la si tagli con una sfera di 
centro O e di ràggio arbitrario. Lungo Tintersezione ottenuta A ha luogo la re- 
lazione (5); e siccome in essa R è costante, deve pure essere costante 0, e 
quindi A è una linea di curvatura di S. La superficie S ammette dunque un si- 
stema di linee di curvatura tracciate sopra sfere col centro , e per conse- 
guenza le linee di curvatura deiraltro sistema sono geodetiche tracciate sopra 
piani passanti per 0. 

Ricordando allora per di più ciò che si è detto alla fine del § 1, si ha: 

Quando un agente fisico qualunque irradia da un centro a distanza fi- 
nita j e la sua intensità in un punto di una linea o di una superficie è data 
dalla legge (2), esiste una linea piana 1 e un'infinità di linee a doppia curva- 
tura L e di superficie S tali, che in ciascun punto di esse V intensità di quello 
agente è costante^ ovvero ^ piii generalmente^ è data secondo un^ altra legge arbi- 
traria (4). La linea piana 1 è definita da (fi) ; la linea a doppia curvatura L 
si ottiene piegando il piano di 1 sulla superficie di un cono qualunque H co- 
vertice in ; la superficie 8 si genera da 1 , facendone rotolare^ senza striscia- 
mento, il piano sulla superficie del cono H. 

Osservazione l*. — S è generalmente una superficie modanata ; ma , come 
caso limite, degenera in una superficie di rivoluzione, quando H si riduce a una 
retta. 

Osservazione II*. — Quando per rappresentare la curva piana Z, si prende 
una relazione R = R («) fra il raggio vettore R e l'arco s, nelle formolo prece- 
denti bisogna fare la sostituzione : 

^àR 

Esempio, — Trattandosi della luce, si ha : 

a cos 6 a 



F (R , cos 0) := 



^* R VR2 -h R« 
con a costante. 

Se dunque l'intensità luminosa, nei punti delle linee e delle superficie , si 
vuole che sia espressa dall'altra legge : 

I = * (R , cos 0) = ^ , 
si deve prendere: 

n. 

R = 



k sen (a + a) ' 
con a costante. 
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La linea piana l è dunque, in questo caso, una retta, la linea gobba L una 
geodetica di un cono col vertice nella sorgente luminosa, e la superficie S una 
sviluppabile il cui spigolo di regresso è una geodetica di questo cono. 

§3. 

Il centro sia alPinfìnito, nella direzione dell'asse delle z. 

Se CD = 9(«) è l'equazione cartesiana di una linea l del piano jf = , si ha : 

cos e = ^^ ' . 

Se dunque si suppone che , lungo l , V intensità dell' agente fisico considerato , 
espressa dalla (3), sia pure espressa da un'altra legge arbitiaria: 

(7) I = «►(cosO , a), 
dall' eguaglianza : 

(8) F (cos 6) = * (cos 6 , «) , 

dedotta dal confronto delle (3), (7), si ricava: 



(9) 






che è l'equazione differenziale di Z e la cui integrazione si fa con quadrature. 

Essendo poi S una superficie in cui ha luogo (7) , la si tagli con un piano 
normale all'asse delle z. Lungo l'intersezione A ottenuta ha luogo la relazione ; 
e siccome in questa z è costante, lo è pure 0, il che prova che A è una linea 
di curvatura di S. La superficie S ammette quindi un sistema di linee di cur- 
vatura poste in piani paralleli al coordinato z = 0, e per conseguenza le linee 
di curvatura delP altro sistema sono geodetiche tracciate in piani paralleli ai- 
Tasse delle 2. Se quindi si ha anche presente quanto si è detto alla fine del 
§ 1 , si ha : 

Qua7ido un agente fisico qualunque irradia da un centro posto all'infinito 
(nella direzione D) , e la sua intensità in un punto di una linea o di una su- 
perficie è data dalla legge (3) , esiste una linea piana 1 e un* infinità di linee 
gobbe L e di superficie S tali , che in ciascun loro punto V intensità di quelV o- 
gente è costante, ovvero, piiib generalmente, è data da un* altra legge arbitraria 
(7). La linea piana 1 è definita dall'equazione differenziale (9) ; la linea a dop- 
pia curvatura L si ricava piegando il piano di 1 sulla superficie di un cilindro 
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qualunque K colle generatrici parallele alla direzione D ; la superficie S ai gè- 
nera da 1 facendone rotolare il piano, senza strisciamento , sulla superficie del 
cilindro K. 

Osservazione K — La superficie S è, in generale, modanata; ma essa 
degenera in nna superficie di rivoluzione, quando il cilindro K si riduce a 
una retta. 

Osservazione II». — Se , per rappresentare la curva piana l , si prende la 
relazione : 

a? = X («) 
fra X e l'arco s , nelle formolo procedenti si deve fare la sostituzione : 

X'(^) r 1 

t' («) = -T===r e quindi cos 6 = X' (») . 
yjl - VHs) ^ -■ 

Esempi. — Se si tratta della luce e si vuole che la sua intensità , nei punti 
di una linea o di una superficie, sia proporzionale all'altezza dal piano « = . 
si ha: 

F (cos 6) = a cos 6 , <b (cos , z) ^ mz (a , m costanti). 
E siccome di qui si ricava: 

la linea piana Z è un cerchio ; la linea gobba L e la superfìcie 8 si generano 
con tale cerchio, nel modo indicato dal teorema precedente. 

Se invece si vuole che l'intensità luminosa lungo la linea sia proporzionale 
all'arco, si ha : 

I = a V{s) = 2m8 , 

d' onde : 

. , V ms^ 
CD = Ms) = h costante. 

^ a 

La linea l è quindi una cicloide colla base parallela alla direzione dei raggi 
luminosi (l'origine dell'arco « è il vertice). 

§ 4. 

Avendo due agenti fisici qualunque, irradianti da due punti , 0| si vuole 
determinare il luogo dei punti liberi dello spazio nei quali le intensità 1,1, sono 
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legate fra loro da una relazione nota 

(10) X(I , I,) = 0. 

Ambo i centri sì trovano necessariamente a distanza finita. Se dunque si taglia 
il luogo incognito con un piano passante per 00, , si ottiene una curva l per 
ogni punto della quale si ha : 

R, = Vr* - 2m cos wR + m* 

essendo m la distanza 00, e u l'angolo polare A00|. 

Dovendo quindi le I , I, essere date da equazioni della forma (1), si deduce 
per equazione polare di l: 



(11) ^[f(J^) 7 A (>/^*-2mco8n-R + w2)] = 0. 

Siccome poi la determinazione di l può essere fatta in ogni piano passante 
per 00 1 , si conclude che il luogo richiesto è la superficie generata dalla rota- 
zione della curva (11) attorno alla retta 00,. 

Osservazione. — Sono senz'altro applicabili i risultati precedenti quando si 
tratti di agenti fisici la cui azione, anche sui punti delle linee e delle superficie 
fisiche, sia una funzione della sola distanza dal centro (quali sono^ in generale^ 
le forze attrattive o ripulsive centrali). 

Esempio. -— Se Tintensità dei due agenti è proporzionale a una stessa po- 
tenza dei raggi vettori, si ha : 

/'(R) = aB» , /,(R,) = PR,'' 

Si conclude che il luogo dei punti dello spazio nei quali -y- = k , ovvero 

Ii I =: k, {con k costante) è la sfera, ovvero la superficie di rotazione del quarto 
ordine, aventi per meridiano rispettivamente il cerchio : 

Wk«a»- V^/ R« + 2m V^ -R cos u = m'ij^ , 



ovvero la curva 



R» (R« - 2m cos t^-R + m») = f — j 
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§5. 



Avendo due agenti fisici qn^Junque irradianti da due centri , 0« situati 
a distanza finita o infinita, si vuole determinare una linea^ o una superficie fi,- 
sica y nei punti delle quali le intensità I , I, sono legate fra loro dalla rela- 
zione (10). 

Le coordinate dei punti di una linea a doppia curvatura L si esprimono 
in funzione deirarco s per mezzo delle formolo : 

f i /"Vl-R'»-R»<p'» \ 

l X — R«8en<p cos \ / ^ •ds) , 

\ ^ "^ R sen <p ' 

(12) \ ^ 

/ ^ / / Vi - R'2 - R« 9'* "> 
V = R*8en<p«sen \ / ^ ds] . = Rcos9, 

\^ ^ -^ R sen <p '^ ' ^ * 

essendo R il raggio vettore e <p una funzione arbitraria di ». 

Supposto quindi che il centro sia airorigine degli assi e il centro 0, sul- 
l'asse delle z alla distanza m dal primo, si ha : 



Ri = VR* - 2m cos <p • R + wi* , co s 6 = >/! - R^* ^ 

_ >/R,MRR^m25)* __ JR- 2m cos'f .RTm*-[RR'-7n(Rcos(p)2* 
cos 0, ^^ = V R*-2mcoscp.R-hm» 

Osservando quindi che ora le intensità dei due agenti si esprimono per 
mezzo di equazioni della forma (2), avremo l'equazione differenziale: 

(13) 5^ [f (R , Vl-R'*) , F, (VR* - 2m cos'p*R -Tm* , 

J r^ - 27n cos <p • R — i RR^ - w (R cos y)' |'\1 
^ R^-2mcos(p.R -|- m* ^ J " 

Questa serve a determinare una delle funzioni R , <f , dopo di che le (12) (a 
causa dell'arbitrarietà dell'altra funzione) definiscono un* intera famiglia di linee, 
una qualunque delle quali può essere la curva domandata L. 

Se poi 0, è airinfinito, nella direzione dell'asse delle z^ si trova (in causa 
della (31) ) che la (13) viene rimpiazzata dall'equazione : 



(14) X[F(R, Vl-R'*) , F, (>/l-(Rcos(p)'»)] = 0. 
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o dall'altra: 



(15) X j F \^ 'y 1 — (seneVR sen<p • cosi — dsj + eoa e (R cos <p)') / > 

F,(v/l-(RcoB<py*) =0, 

secondo che il centro è rispettivamente all'origine degli assi; ovvero all'infi- 
nito nella direzione parallela al piano coordinato y = e inclinata dell' angolo 
£ sull'asse delle z. 

Le equazioni relative al caso in cui , in luogo di una linea gobba L , si 
abbia una linea piana l (posta nel piano coordinato y = 0) si ottengono facendo 
nelle (13), (14), (15): 

(16) 9 = / 5 ds. 



R 



Potendosi poi ripetere la medesima costruzione sopra tutti i piani passanti per 
00| , ne segue che la superficie S domandata è generata dalla rotazione at- 
torno ad 00| (asse delle z) della curva piana l rappresentata dall'equazione de- 
ducibile da (13) da (14) col sostituire a 9 il suo valore (16;-, ovvero è un 
cilindro avente le generatrici perpendicolari alle direzioni dei punti all'infinito 
, 0, (parallele all'asse delle y), e per sezione retta la curva rappresentata 
dall'equazione (15), quando si prenda per 9 il valore (16), 

Osservazione. — Nei casi (13) e (15), quando sia rispettivamente w = ed 
6 = 0, la linea a doppia curvatura L si può anche ottenere piegando il piano 
della corrispondente linea piana 7 sopra un cono arbitrario H col vertice in O, 
un cilindro arbitrario K colle generatrici parallele all'asse delle z. La super- 
ficie S, nei due casi ora notati, non è necessariamente di rivoluzione, ma (più 
generalmente) può essere generata dalla corrispondente curva piana l facendone 
rotolare il piano, senza strisciamento, sulla superficie del cono H del cilin- 
dro K. 

Esempi, — Se gli agenti fisici emanano da uno stesso punto a distanza 
finita (m = 0), e le loro intensità sono espresse dalle leggi : 

I = F (R , cos 6) --= a-R cos 6 , I = F, (R, , cos 0,) = 6R* , 

supponendo X (1 , 1,) = I — I| , l'equazione (13) dà : 



wf 



R = Vt- 8en[2(w4-a)l. 
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Si vede quindi che la linea piana 1 che^ in tutti i suoi punti , riceve impulsi 
eguali dai due agenti considerati^ è una lemniscata col punto doppio nel centro 
d'emanazione comune. 

Le costruzioni accennate nell'osservazione precedente ci danno la curva a 
doppia curvatura L e la superficie S aventi la medesima proprietà di l. 

Se uno degli agenti irradia dairorigine e V altro dall' infinito , e inoltre si 
suppone : 

I = r(R,co86) = aR , I| = F, (cosO,) = 6co8e, , 

si trova, applicando la (14), che la linea a doppia curvatura L, in ogni punto 
della quale I,* = kl, è rappresentata dalle equazioni (12), quando in esse si ponga: 

(17) ^^® ^ = 61, (^ "^ [V^* - afcR.d«j , 



con e costante arbitraria. 

La linea piana l avente la medesima proprietà di L , è rappresentata dal- 
l'equazione difi'erenziale che si ottiene eguagliando 1 valori di 7 dedotti dalle 
(16), (17). Infine S è una superficie di rivoluzione, avente l per meridiano, 

§6. 

Sopra un cilindro dato S, soggetto all'azione di un agente fisico qualunque 
irradiante da un centro a distanza finita o infinita, e la cui intensità si ma 
nifesta secondo la legge espressa rispettivamente dalle equazioni (2) o (3) , si 
vuole determinare la linea L lungo la quale Vintensità stessa è costante^ ovvero 
piii generalmente^ è espressa da un'altra legge arbitraria. 

Il centro sia all'origine, il cilindro abbia le generatrici parallele all'asse 
delle z e l'intensità dell'agente lungo L debba essere espressa dalla legge (4). 

Se A è la sezione retta posta nel piano 2=0, un punto qualunque di L ha 
per coordinate : 

(18) aj = p-cosl / dai , y = p'8cn\^7 daj , 2 = 2, 



essendo p il raggio vettore e l'arco di A. 
Per mezzo di queste formolo si trova : 

p Vi -7'^ 



R^V?*+ 7 cose=: 



N/p»+Z* 



e conseguentemente la trasformata piana 1 della linea cercata L, ottenuta svi- 

VCL. XI, 2 
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luppando il cilindro S sopra un piano, è la curva rappresentata in coordinate 
cartesiane z , o , dalV equazione : 

Una volta poi che siano note le leggi d' intensità (2), (4) e sia data a priori 
la linea: 

(20) X (2 , 0) = , 

trasformata piana l della L , si può determinare il cilindro S sul quale si deve 
piegare il piano di l per avere la curva L. 

Infatti la sezione retta A di questo cilindro è rappresentata dall' equazione 
differenziale del primo ordine che si ottiene eliminando z fra le (19), (20). 

Esempio, — Se : 

^ ^ # . « cos 6 - ,^ , V ^ 

F (R , COS 0) = — :5-;— , *(R,cosO)=— , p = 0'C08a, 
xt' xC 

con a , fc , a costanti , si trova : 

, « . « sen a cos a 
2f* + cos*a*G* = ; 0, 



Perciò quando la sezione retta del cilindro S è una spirale logaritmica, la 
linea L lungo la quale Vintensità della luce, irradiante da un punto a distanza 
finita, e proporzionale all'inversa del raggio vettore, ha per trasformata piana 
un' ellisse. 

Il centro di emanazione sìa all'infinito (nella direzione D parallela al 
piano coordinato y - e inclinata dell'angolo e sull'asse delle a) , e T intensità 
dell'agente lungo L debba essere espressa dalla legge (7). 

Se, per rappresentare la sezione retta A del cilindro, si assume l'equazione: 

(21) y^9{o), 

si ha: 

cos = t' (o) • sen e. 

Perciò : la trasformata piana 1 della linea cercata L è rappresentata , in 
coordinate cartesiane z , a , dall'equazione : 

(22) P [ <p' (a) . sen e ] = [ z , (p' (o; . sen e ]. 
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Quando poi la trasformata piana sia data a priori e (20) sia la sua equa- 
zione cartesiana , la sezione retta L del cilindro S è rappresentata dair equa- 
zione (21) , dove <p è r integrale dell' equazione dedotta eliminando z fra le 
(20), (22). 

Osservazione. — La linea cilindrica L d' intensità costante si ottiene rim- 
piazzando <l>, nelle formolo precedenti, con una costante. 

Esempio. — Se : 

F (cos 0) = a cos 6 , ^ (z , cos 6) = kz 
(con a , k costanti) , quando : 



risulta : 



e quando: 



risulta : 



m 



2a sen e 
kz = — — : 
m 



o 
z = me^ , 



, , oUcm 

y = (p(o) = - 



a sen e 

Quindi : Se sopra un cilindro ^ illuminato da una sorgente luminosa concen- 
trata in un punto alVinflnitOy si considera la linea L lungo la quale Vintensità 
della luce è proporzionale Alla distanza dal piano di una sezione retta : 

lo) quando la sezione retta del cilindro è una cicloide , la curva L è 
un' elica. 

2») quando la trasformata piana \ di Ij è una curva logaritmica y la se- 
zione retta del cilindro è tcna trattrice. 

§7. 

Si vogliono risolvere le stesse questioni precedenti per una superficie di 
rotazione S. 

Supposto che il meridiano di questa sia la curva : 

5 = P , Yi = , C = « 
{^ e z funzioni di un parametro qualunque i), una linea qualunque L posta sopra 
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S si pnò rappresentare colle equazioni : 

(23) ce == p cos 9 , y = 9 sen 9 , z = z , 

essendo o una funzione arbitraria di t. 

E allora i coseni direttivi della normale alla superficie S, lungo la linea 
L considerata nella posizione iniziale, sono : 

z' cos y z'seny — ^' 



D' altronde , supponendo che il centro di emanazione si trovi sull' asse 
delle 0) alla distanza m dall'origine, abbiamo come coseni direttivi del raggio 
vettore : 

p cos 9 — m p sen 9 



Vp* 4- 2* — 2m p • cos 9 + ?w* Vp* 4- z* — 2m p- cos 9 + «>* 



Vp' + z* — 2m p • cos 9 4- wi* 
Conseguentemente : 

_ I , . , ; — ; . pa' — p'z — mz'- cos 9 

R= vp'4-z*— 2mp«co89Tm*, cos6 = 1 zL 



\lp'*-\-z'^ \/p*+2*-2mp- COS9+7W* 

Perciò : se la superficie di rotazione S è data a priori, la linea L domani 
data è rappresentata dalle equazioni (23) , nelle quali 9 è definito in funzione 
del parametro T dalV equazione : 

-, / I , ,— T r p«' — p'z — mz' cos 9 \ 

F I Vp*+2*-2mp.cos9+m* , ^ — ^ — ^ ) = 

\/p'*4a'^ \/p'^+z*—2mp -0089-1-711* 

(24) ( 

/ ,-- — ùz' — p'z — wz'- cos 9 \ 

= * { Vp*+z*-2wp.cos9+m* , ^_ _ . ._ ) 

^ Vp'H«'* Vp*-i-Z*—27np- 0089-1-711*'^ 

Quando invece è data a priori la proiezione equatoriale A della curva in- 
cognita L, le equazioni (23) debbono essere sostituite dalle (18), il che equivale 
a prendere: 



(25) 
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rimpiazzando, in tutte le forinole precedenti , il parametro x coli' arco o di A. 
L'equazione differenziale che si ricava in tal modo dalla (24) rappresenta (in 
coordinate cartesiane 2,0) la trasformata piana l della linea cercata L, ottenuta 
sviluppando sopra un piano il cilindro che la proietta sul piano z = 0. 

La conoscenza delia trasformata piana l e della sezione retta A del cilindro 
proiettante, equivale alla completa determinazione di L. 

Se poi si prende la linea arbitraria (20) come trasformata piana l della linea 
L, l'eliminazione di z fra l'equazione (20) e l'altra che si ricava da (24) pren- 
dendo per 9 il valore (25) , conduce a una relazione dififerenziale fra p e , 
dalla cui integrazione dipende la determinazione della sezione retta A del ci- 
lindro, e quindi della curva L. 

Esempio. — Si supponga : 

F(R,cos6)^i^* , *(R,cob6)=-| , z=t, 

con a ,b , a costanti. 
Risultando : 

mp* — ah 

cos© = -—- , 

^ 2amp ' 

la linea L è definita dalle equazioni : 



X 



_ ap* - 6^/4p« + a* y^ V4a*7?i=p* - (ap* - 6 V4p* 4- a»)* p» 

2am 2am a 



Quindi : Sopra un paraboloide di rivoluzione la linea L , in tutti i punti 
della quale V intensità della Zwce, irradianie da un punto a distanza fluita posto 
sopra una tangente nel vertice^ è inversamente proporzionale al cubo del raggio 
vettore , è una curva del quarto ordine , la cui proiezione sul piano xz è una 
parabola. 

Se il centro di emanazione è all' infinito nella direzione indicata al § 6, 
risulta : 

sen 6 • z' cos 9 — cos 6 • p' 

cos 6 = ^ . 

Se dunque si suppone che V intensità dell' agente lungo L debba essere 
espressa dalla legge (7) , si ha 1' equazione : 

/«^x „ /sene-aj'cos® — cos6«p'\ . / sen e*2'cos 9 — cos 6«p' \ 
(26) F ( — ^- ^ ) = * U , 7=^= )• 
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Si conclude che quando la superficie di rotazione S è data a priori, la li- 
nea L domandata è rappresentata dalle equazioni (23) , quando 9 si ricavi 
dalla (26). 

Sostituendo nella (26) il valore (25) di 9, si ha il caso in cui è data a priori, 
non già. la superficie S, ma sibbene la proiezione equatoriale A della linea in- 
cognita L. 

Esempio. — Supponendo : 

(27) F(cos 6) = a cos 6 , <b (cos , 2;) = afc , « - ^ , 

(X. 

con a yk y a costanti, risulta : 



a cos e + k \/4p* 4- a* 

cos <? = — - — ^ . 

2 sen e • p 

Perciò : un paraboloide di rivoluzione è illuminato egualmente, da un punto 
luminoso alV infinito, lungo la linea L rappresentata dalle equazioni : 



a cose ^- Jfc ^|i^^* \/48en«6p»-(«co8s+AV4?q^*)* , 

2 sen £ 2 sen e a 

Quésta linea L ha la notevole proprietà che, sul piano 2 = 0, si proietta in 
una conica a centro, e sul piano y = in una parabola. 

Supposto verificate le prime due ipotesi (27), prendendo per 9 il valore (25), 
si deduce dall'equazione (26) : 

(28) 



z = 



— day ± A:\/sen*£ cos*\ / da / -^-cosH—k 

p'do. 



sen*e • cos' 



.(M?S^-e.) 



E quindi la linea L, che sul piano z = si proietta nella curva p = p (0) , 
e che, ruotando attorno alVasse delle z, genera una superficie S sulla quale la 
linea L stessa è il luogo dei punti egualmente illuminati da un punto luminoso 
all'infinito, ha per trasformata piana la curva 1 rappresentata, in coordinate 
cartesiane z , 0, dalV equazione (28). 

Facendo nella (28) fc = 0, si ha l'equazione : 

ù' da 
(29) 85 = cot e ' 



/p' da 
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che, nelle stesse condizioni ora indicate, rappresenta la trasformata piana della 
linea d'ombra della superficie di rivoluzione S, 
Supponendo ad esempio : 

p = fc.8en(-|-), 

r equazione (29) dà : 

z = a «cote, 

e perciò : sopra una superficie di rivoluzione, qualunque linea d^omhra relativa 
a raggi luminosi paralleli, posta sopra un cilindro circolare passante per l'asse, 
è un' elica di questo cilindro. 

Parma, agosto 1900. 
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SUI PENTAGONI CONIUGATI A UNA QUARTICA 
E SUGLI ESAGONI CONIUGATI A UNA QUINTICA 

N O T R 

D£L 

Dott. GIOVANNI MANFREDINI 



Sui grappi di n -h 1 punti coniugati rispetto a una curva di ordine w, oltre 
il noto teorema di Rosanes e pochi altri che si possono dedurre estendendo 
parte di quelli enunciati da Caporali per le cubiche (^;, non si hanno altre pro- 
prietà. 

Noi, dopo aver studiati i quadrangoli coniugati rispetto a una cubica (*) ci 
proponiamo in questa Nota lo studio dei pentagoni coniugati alla quartica, inol- 
tre diremo qualche cosa anche sugli esagoni coniugati a una quintica. 

1. I pentagoni coniugati a una quartica C* sono a>', quindi fissati due ver- 
tici A, , Aj le terne complementari A^A^Aj descriveranno un luogo. Queste terne 
(ed esse soltanto) sono coniugate alla conica polare mista di A, , A, O e inoltre, 
siccome la retta polare mista di Aj^A^jA, è la A, A,, per il teorema fondamen- 
tale delle polari , sono coniugate anche alle cubiche polari C^ 'C^ ' dei punti 

A| , A^, dunque le dette terne descrivono una quintica (*) che, come si vede fa- 
cilmente, passa per A, e A,. Ne segue: 



O « Teoremi sulle curve di terzo ordine » Mem9rie di Geometria pag. 47. 

(^ « I quadrangoli coniugati a una cubica y> Giornale di Matematiche — Na- 
poli 1901. In seguito indicherò con N questa nota. 

(^) Avvertiamo, una volta per tutte, che spesso diremo tema, quaderna coniu- 
gata invece di triangolo, quadrangolo coniugato. Si noti che in generale vale il teo- 
rema: Se n -{- 1 punti sono coniugati a uìia curva di ordine n , r qualunque di essi 
sono coniugati alla polare mista dei rimanenti (n — r -f 1). 

(*) Caporali 1. e. n. 14. 
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Presi due punti ge^ierici del piano esistono oc* pentagoni coniugati a una 
quartica che hanno due vertici in essi. I rimanenti tre descrivono una quintica 
che passa per i punti presi (*). 

2. Adesso, invece di fissare due vertici A| , A, , fissiamo solamente A, e ve- 
diamo quale è la configurazione delle oo» quaderne complementari AiAjA^Ag. 
Per questo ricordiamo che gli oc* quadrangoli coniugati a una cubica sono inscritti 
Delle coniche di due sistemi lineari cx>^ che hanno per immagini , neli' S5 , gli 
spazi fondamentali 82', S^" dell'omografìa relativa alla cubica e che ogni co- 
nica r (*j di questi sistemi contiene 00* quadrangoli che costituiscono su F una 
serie lineare cioè g^*. Ora osserviamo che le quaderne A^A^A^Aj che con A, 
completano pentagoni coniugati a C* (ed esse soltanto) sono coniugate alla C^ • e 
a C*. Consideriamo dunque i due sistemi oo^^ che seguiteremo a chiamare 8/ , 8)", 
di coniche r della C^ * , in una di esse P, , oltre le g^* di quaderne coniugate 
a C'^ , ci sarà una I^" (') di quaderne coniugate a C*, queste due totalità hanno 

a comune una Ij' , cioè un punto di r, è vertice comune a due quaderne che 
insieme ad A, danno ognuna un pentagono coniugato a C^. Abbiamo cosi il 
teorema: 

Le OD* quaderne che con un punto fisso completano pentagoni coniugati a una 
quartica C* sono inscritte in due sistemi lineari 00* di coniche Sj'*, 8^" perfetta- 
mente distinti. Ogni conica di quei sistemi contiene 00* quaderne che formano una 
serie quadratica^ per ogni quaderna passa una conica di 8^' e una di Sj''. 

3. Questo teorema ci permette di risolvere un' altra questione. Supponiamo 
che in una conica C* siano inscritti 00 • pentagoni coniugati a C* con un vertice 
fisso A, , allora gli 00* quadrangoli complementari sono coniugati alla C^ ' , ma 

una conica può contenere solo un quadrangolo coniugato (*) a meno che non 
sia una V di quella cubica; dunque C* è r rispetto a C^ *. Viceversa (per il teo- 
rema del n.o precedente) in ogni r dei due fasci 8/, 8," con un punto base in 
A| , appartenenti uno a 8,' l'altro a 82", esistono o&* pentagoni coniugati a C* 
con un vertice fisso A, e le quaderne complementari descrivono una serie qua- 
dratica. Così abbiamo: 

Si possono costruire oc* coniche in ognuna delle quali è possibile inscrivere oo* 



(*) Questa costruzione che come quella dello Scorza (Annali di Matematica 1899, 
n- 10 « Sopra la teoria delle figure polari delle curve del 4° ordine ») si fonda sul- 
r applicazione dei citati teoremi di Caporali è però più semplice e, ciò che più im- 
porta^ ofi're il vantaggio che lo stesso ragionamento si può ripetere in casi parti- 
colari come si vedrà in seguito. 

(*) N, n. 26, 27 Qui, come i-ella N. con V indichiamo una conica che, rispetto 
alla cubica , coincide colla propria poloconica e per omografia relativa a una cu- 
bica intendiamo quella che si ha facendo corrispondere ad ogni conica la sua po- 
loconica. V. N. n. 16, 27. 

(-"') Cioè una totalità tale che tre punti di P, sono comuni a due quaderne. 

(*; N. n. 25. 

VOL. XL. • 8 



Digitized by 



Google 



)( 18 )( 

pentagoni coniugati a C* con un vertice fisso ; ogni punto del piano è uno dei 
punti base di due fasci di queste coniche, 

4. Se MjMjAjAiAj è un pentagono coniugato a C* con tre vertici allineati 
A3 ; A4 y A5 , la conica polare mista di M, , M, si spezza in una coppia di rette una 
delle quali è quella che contiene i punti A, , A^, A3 , cioè M^ è sulla poloessiana 
di M, (e viceversa). Reciprocamente se M, sta sulla poloessiana di M, la conica 
polare mista di M, , M^ si spezza in due rette a, & e poiché tre punti qualunque sa 
una di esse sono coniugati a detta conica basterà che essi siano coniugati a 
Cj, ', C,j ' per completare con M, , Mj pentagoni coniugati a C* con tre vertici al- 
lineati. Segue di qui la costruzione del pentagono coniugato con tre vertici in 
linea retta, di più, siccome le terne che risolvono il problema costituiscono due 
involuzioni, una su a e T altra su &, la quintica considerata al n. 1 e corrispon- 
dente a M, , M2 si spezza nelle due rette a. ò e in una cubica residua H' che è 
V Hessiana della rete determinata dalle coniche polari miste (degeneri) dei tre 
punti della terna apolare MfMjM^ (M3 punto d'intersezione di a con b) presi due 
a due. Una coppia di punti coniugati i*J di H' insieme a Mj dà tre punti che 
insieme a M, , M^ formano un pentagono coniugato a C*. Analogamente la 
quintica corrispondente ai punti M, , M, si spezzerà nella nella loro conica 
polare mista , costituita da due rette passanti per M^ , e nella cubica H' ; lo 
stesso dicasi della quintica conùspondente a M, , M,. Dunque, mentre in ge- 
nerale tre punti non possono essere vertici di un pentagono coniugato, tre 
punti che formano una terna apolare sono comuni a 00* e le coppie comple- 
mentari sono quelle dì punti coniugati dell' Hessiana (passante per i tre punti) 
della rete determinata dalle coniche polari miste dei tre punti presi due a due. 
In particolare se la terna apolare M,M2M, sta su una retta r, H' coincide colla 
G^ di r (*) e la conica polare mista di una coppia A,Aj di punti coniugati di 
G^ si spezza nella r e in una rett . residua, i punti A, , Aj sono comuni a oo* pen- 
tagoni coniugati con tre vertici su r. Le oc* involuzioni che cosi si ottengono 
hanno a comune la terna apolare M, M, M,. 

5. Dalle considerazioni precedenti segue facilmente la costruzione del pen- 
tagono coniugato a C* costituito dai quattro vertici di un quadrangolo AjA,A4A5 
e da un suo punto diagonale A^ , dove A^A^A^^r , AfA^A^^^ sono i due 
lati passanti per A,. Si consideri infatti la G^ di r e si indichi con A:' T invi- 
luppo di terza classe costituito dalle rette congiungenti i punti coniugati di G^ 
per un punto A| di r passano tre rette « , s' , «" di A:'; siano A4A5 , A4'A5' , A^'^Aj" 
le coppie di G,, che esse rispettivamente contengono e A^AjA, , A, Aj'Aj' jAiA^^A," 
le terne con un punto in A, delle involuzioni che le tre coppie rispettivamente 
determinano (4) su r, allora A^A^A^A^As , A.Aj'Aj'A^'Aj' , A^A2"A,"A4' A5" sono 
i pentagoni coniugati a C* e della specie richiesta che hanno a comune il punto 



(*) Nel senso che formano un inviluppo di seconda classe coniugato a tutte le 
coniche della rete. 

(*) Caporali. Memoria di Geometria. Frammenti. 



Digitized by 



Google 



)( 19 )( 

diagonale del quadrangolo e uno dei lati uscenti da esso e sono i soli. Il pro- 
blema ammette dunque tre soluzioni. La costruzione si può dare in altri modi 
cosi 88 si fissa un vertice A^ del quadrangolo (invece del suo punto diagonale 
e r, si hanno 6 soluzioni ('). È evidente che i pentagoni considerati sono oo^ 
Tra questi^ od* hanno una configurazione speciale che vogliamo rilevare. Indi, 
chiamo con /"= a^.* = 6^*= . . . = 0, T equazione simbolica della quartica fonda- 
mentale, con H = (rtòc)* aj &^* Cj,* = quella della sua Hessiana, allora, essendo 
Oy a^ = Tequazione della cubica polare di un punto di coordinate y,- le equa- 
zioni 



VS ay aj + sjQ {ahcy Oy by Cy a^ h^c^ = ( 
\/ S ay a^,^ - V^ (abcy ay hy Cy a^ b^c^^O 



rappresentano le cubiche del fascio sizigetico le cui reti di coniche polari sono 
i sistemi Sj' , S," (2) di r relative a quella cubica (*). Le Hessiane di queste cu- 
biche prese insieme, costituiscono una sestica luogo dei punti doppi delle F 
degeneri in coppie di rette. Posto f^ = a^ a^.' , H, = (abc)^ ay by Cy a^ b^ c^., detta 
sestica ha per equazione : 

S (6T f, - 2R^ S)« - 6 (SVi - 2H, T;* = 0. 

Il luogo dei punti che appartengono alle sestiche corrispondenti si otterrà 
ponendo y^ = x,- ; si ottiene così la curva composta : 

(S» - 6T*)(2H«-3f»S) = 0. 

La S' — 6T* = , cioè la Steineriana di C*, è un fattore estraneo che viene 
introdotto dal calcolo ('). Posto P = 2H* - 3 /"* S abbiamo che per un punto A| 



(*; Cfr. anche Scorza n® 11 della Memoria citata. 

Ò; N. no 32. 

(') Ciò si può provare rigorosamente ma la dimostrazione per esteso ci porte- 
rebbe troppo in lungo. Si noti che le due reti di r di una cubica C sono le reti 
di coniche polari delle due cubiche del fascio sizigetico che, oltre C, hanno per 
Cayleyana la Cayleyana di C (N. no 32). Ora quando C ha un punto doppio (come 
nel caso della cubica polare di un punto della Steineriana) la Cayleyana di una 
cubica del fascio sizigetico è Cayleyana di un'altra cubica soltanto, cioè quella cor- 






rispondente al parametro — =\/— -, e questa dà effetti vamen te una delle reti di r, 

1' altra cubica del fascio sizigetico , ( cioè quella corrispondente al parametro 

X JJ 

— = — y-^ (che nel calcolo precedente viene introdotta), è costituita dalla terna 

di rette che dal punto doppio proiettano i tre flessi e la sua Hessiana è inde- 
terminata. 
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di P è sempre possibile condurre due rette r,« formanti una r di C'a,, gli 
00* quadrangoli coniugati a questa cubica e inscritti in r, ^(r«) si ottengono 
associando una coppia A, A3 di una certa involuzione su r (') con una coppia 
qualunque di un'altra involuzione su «, quindi determinando questa seconda A4, A, 
con l'ulteriore condizione che essa sìa coniugata alla conica polare mista di AjAj 
rispetto a C*, avremo nei quattro punti A^ , A, , A^ , A5 un quadrangolo coniugato 
a C'a, e C*, cioè un quadrangolo che completa con A^ un pentagono coniugato 
Abbiamo dunque il teorema. 

Fra gli od* pentagoni eoniugati a una quartica e costituiti dai quattro ver- 
tici di un quadrangolo e da un suo punto diagonale^ 00' di essi si distribuiscono 
in 00* sistemi 00* formati da pentagoni aventi a comune il punto diagonale e i 
due lati uscenti da esso. I punti diagonali descrivono la curva P. 

Si noti che P passa due volte per ogni flesso della quartica e per i regressi 
della Steineriana come del resto era visibile a priori. 

6. Abbiamo veduto fin qui che due punti generici sono comuni a od* pen- 
tagoni coniugati, ci sono però delle coppie eccezionali comuni a una infinità 
maggiore. Siano A| , A, due vertici comuni a od* pentagoni coniugati, la conica 
polare mista C*, se non è degenere in una retta contata due volte . avrà 00' 
triangoli coniugati oc* dei quali saranno coniugati anche a Ca,», e quindi (per 
l'ipotesi) anche a 0^^^ ma un punto comune a C* e C^a , contato tre volte co- 
stituisce un triangolo coniugato a queste due curve e quindi a C'a^ la quale 
passerà dunque per i sei punti comuni a C* e C'a,. È evidente che in una 
quartica generale una coppia di punti che goda di questa proprietà non si può 
trovare. Bisogna dunque ammettere che C* sia una retta contata due volte, al- 
lora questa conica ammette 00* triangoli coniugati 00* dei quali sono coniugati 
anche a C'A| , C'Aj, per costruirne uno con un vertice in un punto Aj basta 
prendere le coniche polari di A, rispetto a C*a, C'a, e trovare su m (tw=C*) 
la coppia A4 A 3 che è coniugata ad entrambe. Possiamo dunque enunciare 

Vi sono 00* coppie di punti ognuna delle quali è comune a od* pentagoni 
coniugati, queste coppie descrivono il covariante S. 

7. La quartica ci ofi^re il modo di dedurre dall'applicazione del teorema sui 
quadrangoli coniugati a due cubiche alcune conseguenze che non ci sembrano 
prive d'interesse. 

Bicordiamo che ci sono in generale tre quadrangoli coniugati alle cubiche 
di un fascio (*; essi neir S5 (pensali come fasci di coniche) sono rappresentati 
da tre S, che si appoggiano a tutte le coppie di piani fondamentali delle omo- 
grafie relative ad ogni cubica del fascio. Inoltre ricordiamo (') che Tomografia 
relativa a una cubica equianarmonica è degenere e i due piani fondamentali 



('; N. li» 3:3. 
(*) N. n<> 36. 
(») N. n<> 30. 
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vengono a coincidere in un solo che è il piano singolare, esso rappresenta tutte 
le coniche che passano per i tre vertici del triangolo Hessiano , di guisa che 
questa rete sì può pensare come l'unico sistema di coniche r, una conica qua- 
lunque del piano ha per poloconica una conica passante per i tre vertici del 
triangolo Hessiano e la poloconica di questa è indeterminata. Indichiamo con 
A| , Aj , A, , A4 i punti ove una retta r incontra il covariante S di C*, con 9 il fascio 
delle cubiche polari dei punti di r, con A/A|"A|"'A2'A2"Aj'" ... rispettivamente 
i triangoli poloessiani dei punti A^ , A, , A3 , A4 , con r,j^ la conica passante per i ver- 
tici dei triangoli poloessiani di A,« Aj^ la quale, come è noto, passa inoltre per A;, , 
A/ (') (iA:/iZ = 1, 2, 3, 4, t e A: diversi da, h e l) e con r, , 1:^,11. ,114 i piani sin- 
golari delle quattro omografie relative alle cubiche equianarmoniche di 9. Questi 
quattro piani hanno due a due un punto a comune e siccome è sufficiente che 
un S| si appoggi ad essi per appoggiarsi a tutti i piani fondamentali delle omo- 
grafie relative alle cubiche di 9, così negli S, che congiungono i punti tt, t:^ , 
nj 1:4 ; 1:1 K, , TCj 1:4 ; iC| 1^4 , TI, TCj avremo Timmagine dei tre quadrangoli coniugati 
alle cubiche di 9. Ne segue che mentre in generale riesce difficile costruire ef- 
fettivamente i tre quadrangoli coniugati a tutte le cubiche di un fascio, nel caso 
che questo sia un fascio di cubiche polari la costruzione si fa semplicemente 
trovando le tre quaderne d' intersezione delle tre coppie di coniche r,2 V^^ ; 

^13 ^24 ; r,4 Tfy 

8. Supponiamo ora che A^ si avvicini indefinitamente ad A| , allora la r,, , 
che potremo indicare con T,, , diventa tritangente al covariante S in A/ , A," , A^'" 
e i tre quadrangoli si riducono a due, uno è dato dalle intersezioni di r^, con 
Tj! , l'altro, che costituisce la soluzione doppia, dai quattro punti d'intersezione 
dì r,3 con r,4, esso è formato dai punti A, , A,', A/', A/" cioè da un punto 
di S e dai tre vertici del suo triangolo poloessiano. 

9. Segue dal n» 7 che nel piano di C* abbiamo 00* quaderne, che chiame- 
remo Q., corrispondenti allo rette del piano stesso, ogni U ha per corrispondente 
una retta r : ogni r tre il. 

Fra le 00* a, 00* saranno coniugate a C*. Vogliamo ricercarle. Intanto os- 
serviamo che se ii| è coniugata a C* e se r, è la retta corrispondente, il^ deve 
avere uno dei suoi punti su r^, Infatti, se ciò non fosse, siccome iì, forma un 
pentagono coniugato con tutti i punti di r, , i quattro punti che la costitui- 
scono presi tre a tre formerebbero altrettante terne apolari di C* il che è as- 
surdo. Sia A| il punto che sta su r, , questa retta sarà la polare mista degli 
altri tre A,', A/', A/" e questi associati duo a due con A, dovranno dare altret- 
tante terne apolari, sarà cioè A,'A,"A/" il triangolo poloessiano di A|. Inversa- 
mente qualunque quaderna così formata è coniugata a C* e per il n^ 8 essa è 



^') Scorza ^ Un mwvo teorema sopra le quartiche piane generali » Mathema* 
tische Annalen, Band 52. 
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coniugata anche a tutte le cubiche polari di un fascio e di più r, è una tangente 
di S. Seguono così i teoremi : 

Il covariante S di una quartica C* è il luogo dei vertici di quei quadran- 
goli che sono coniugati a C* e a tutte le cubiche polari d'un fascio cornspon- 
dentey le rette che contengono i poli delle cubiche polari inviluppano il cova- 
riante S. 
e anche 

L' inviluppo delle rette polari miste delle terne poloessiane del covariante S 
di una quartica è Vinviluppo delle tangenti al covariante stesso. 

10. Il Caporali nel teorema, n» 23 della nota citata ci dà un esempio del caso 
del quale esistono oo' quadrangoli coniugati a due cubiche. Qui possiamo vedere 
un esempio del caso nel quale due cubiche hanno a comune od* quadrangoli 
coniugati inscritti in una quartica, mentre uno sta a sé (*). Consideriamo una 
bitangente h del covariante S e, tenendo le notazioni precedenti, indichiamo con 
A| , Aj i punti di conlatto, allora, osservando ciò che è stato detto al n® 8 e con- 
siderando h come la posizione limite di una tangente, vediamo che uno dei qua- 
drangoli coniugati alle cubiche polari dei punti di 6 è dato dalle intersezioni 
delle coniche r,, , Tj» , l'altro non è determinato perchè le coniche che dovrebbero 
fissarlo coincidono nella r,, (passante per A, , A,). Ora notiamo che A,A/A/'A,"', 
A2A2'A2"A2'" sono due quaderne coniugate alla cubica polare di un punto qua- 
lunque di b (9) quindi r,3 è V rispetto a tutte , cioè neir S, e' è un punto V 
(imagine di r,t) per il quale passa uno dei piani fondamentali di ogni omografia, 
da questo punto partono due rette S/,S/' (imagini dei quadrangoli A^A/A/'A/'', 
A2A2'A2"Aj'") che si appoggiano agli altri piani fondamentali non passanti per 
V. Ma ora è evidente che ogni retta uscente da V e appartenente al piano de- 
terminato da S,',S," incontra tutti i piani delle omografie e quindi è l'immagine 
di un quadrangolo coniugato. In r,2 abbiamo così una serie lineare di quaderne 
coniugate a tutte le cubiche polari dei punti di 6. Come si vede la quartica del 
caso generale è qui una conica doppia e la quadrica immagine della quartica 
è un piano contato due volte (quello determinato da S/ , S,"). Il quadrangolo 
che sta a sé è quello determinato da Pi, , rj2. 

11. Dal no 9 segue la costruzione di pentagoni coniugati a C* e inscritti 
nel suo covariante S. Se X è un punto di S e se una retta uscente da esso 
tocca altrove S in un punto A, , il pentagono XA,A/A,"A,''' è coniugato a C*. 
Ciò quando si pensi X come punto di una delle 10 tangenti di S che passano 
per esso, ma possiamo anche pensarlo come vertice dì 3 triangoli poloessiani 
o come polo di un tal triangolo. In tutto abbiamo 18 soluzioni. 

Esistono co^ pentagoni coniugati alla quartica e inscritti nel suo covariante 
S, ogni punto di S è vertice comune a 18 pentagoni. 



(') È noto infatti N n® 36 che due cubiche hanno in generale 3 quadrangoli 
coniugai a comune ma possono averne od^ (inscritti in una quartica ecc.) o oo'. 
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Con coDBÌderazioni analoghe si dimostra che 

Ogni punto del piano è vertice comune a 12 pentagoni che hanno i rima' 
nenti 4 vertici su S. 

12. Il teorema che poco fa abbiamo citato : due cubiche hanno in generale 
tre quadrangoli coniugati a comune, si applica facilmente per la risoluzione della 
questione : costruire un ettalatero polare rispetto a C* in modo che 6 rette siano 
i lati di un quadrangolo completo ('). Indichiamo con A, , A, , A3 , A^ i vertici del 
quadrangolo di un tal ettalatero polare, con a^f^ le rette congiungenti i punti 
A| Af. e con r la settima retta dell'ettalatero che in generalo non avrà nessuna 
posizione particolare rispetto alle precedenti. Per la nota proprietà dei polilateri 
polari, Tesalatero a^^ (1^ = 1.2.3 (t =|- &;) sai'à polare per le cubiche polari di 
tutti i punti di r cioè A1A2A3A4 sarà un quadrangolo coniugato a tutte le cu- 
biche del detto fascio. Viceversa se AiAjAjA^ è un quadrangolo coniugato a 
tutte le cubiche polari dei punti di una retta r e se si considerano due punti 
di essa, i due sistemi lineari oc* di inviluppi di quarta classe costituiti da uno 
di questi punti e dalle curve di terza classe tangenti alle sei rette a,^ non hanno 
inviluppi a comune e quindi appartengono ad un sistema lineare 00' di inviluppi 
di quarta classe tangenti alle sette rette r e a.^ cioè queste rette formano un 
ettalatero polare. Abbiamo così il teorema: 

Una retta generica del piano si può pensare come lato comune a tre etta- 
lateri polari di una quartica , tali che i rimanenti sei lati siano quelli di un 
quadrangolo completo. 

Inoltre, come risulta dal n© 10 ci sono 28 rette che fanno eccezione e che 
sono comuni a 00 • ettalateri di quella specie, si può provare che sono le sole 
che godono di questa proprietà. 

II. 

13. Gli esagoni coniugati a una quintica C sono oo*, quindi fissati tre punti 
A| , A2 } As e' è un numero finito di terne A4A3Ae che con quei punti completano 
esagoni coniugati a C*. Queste terne (ed esse soltanto) sono coniugate alla co- 
nica C^ polare mista di A, , A^, A, (si veda la nota («) del n» l) e alle cubiche 
polari miste dei tre punti stessi presi due a due. Infatti la conica polare mista 
della terna complementare A^AjA^ ha il triangolo AjAjAj per coniugato, quindi, 
per il teorema fondamentale della teoria delle polari, A^AjA^ è coniugato alle 
suddette cubiche polari. Indicheremo con C^' la cubica polare mista di A,^ A^ 
(i k l sono i numeri 1 , 2 , 3 e sono differenti) ; allora per vedere quante sono 
le teme A4A5Ae basta cercare quanti sono i triangoli coniugati a una conica C- 
6 a tre cubiche C,',C,',C3'. 

Indichiamo con C*^j la quintica (L) luogo dei vertici dei triangoli coniugati 
contemporaneamente a C*,C,*,Cj* e con C^, l'analoga rispetto alle curve C^Ci^C,"*. 



(*) Questa questione, sotto un altro punto di vista, è stata già risolta dallo 
Scorza. < Sopra la teoria ecc. >. Annali di Matematica 1899 n^ 36. 
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Queste due quintiche, distinte perchè altrimenti le tre cubiche apparterrebbero 
ad uno stesso fascio, hanno a comune 25 punti che comprendono i vertici dei 
triangoli che risolvono la questione. Se A4 è un punto comune a 0*,2 , 0*^, e se 
A5 , A^ è la coppia, sulla retta polare di A^ rispetto a C*, coniugata a 0* e alla 
conica polare di A4 rispetto a C,', sarà A4A5A« una delle terne domandate e per 
A5 , Aq passeranno le due quintiche suddette. Questo ragionamento fa eccezione 
solo nel caso chvi il punto A4 sia uno dei 10 punti P rispetto a C* , C^', per i 
quali passano C^' , C,,' (*) perchè allora la sua retta polare rispetto a C* è in- 
contrata da C* e dalla conica polare di A4 rispetto a C,*' negli stessi punti o 
quindi la coppia AjA^ diventa indeterminata. Questi punti vanno dunque esclusi. 
I rimanenti 15 associati 3 a 3 danno 15 soluzioni. Abbiamo cosi : 

Fissati tre punti esistono in generale 5 esagoni coniugati a una quintica 
che hanno 3 vertici in quei punti. 

Esistono delle terne eccezionali che danno od* soluzioni, esse si possono tro- 
vare prendendo un primo punto A, ad arbitrio e gli altri A, , A, sul covariante 
S della quartica polare di A| in modo che la loro conica polare mista rispetto 
a questa quartica sia una retta doppia r. 

Allora le terne A4A5A0 sono quelle coniugate a C,* , C,* , Cj* e con due ver- 
tici A5 , A^ su r ; il terzo vertice A4 descrive una cubica. 

14. Ora fissiamo due punti A, , A, e cerchiamo la configurazione delle oo« 
quaderne complementari A3A4A5A^. Esse sono coniugate alla C,' e per conse- 
guenza sono inscrìtte nelle coniche dei due sistemi lineari 8,' , S," di coniche P 
relativi a C3' (2). Una di queste coniche contiene una ^4* di quaderne coniugate 
a Cj^ e due I^^ di quaderne coniugate rispettivamente alla quartica polare di 
A, e alla quartica polare di A^. Queste tre totalità hanno quattro quaderne a 
comune, esse completano (e sono le sole inscritte in quella conica) con A, Aj 
quattro esagoni coniugati a C. 

Le 00* quaderne che con due punti fissi completano esagoni coniugati a una 
quartica sono inscritte nelle coniche di due sistemi lineari e»* S,' , S,". Ogni co- 
nica di quei sistemi contiene 4 quaderne^ per una quaderna passa una conica 
di Sj' e una di Sj". 

15. Il problema risolto al n" 13 ci dà il modo di risolvere altre questioni. 
Sia C* una cubica e 0/ , 0/ due quartiche. Fissato un punto A, le terne che 

completano con A| quadrangoli coniugati a C sono coniugati a quella cubica 
e alla conica polare di A, rispetto a C, quelli che completano quadrangoli 
coniugati a 0/ , Cj* sono coniugati alle cubiche polari di A, rispetto a queste 
quartiche. Ne segue : 



(') Ciò risulta dai teoremi n*^ 10 , 11 e 14 di Caporali (1. e). Infatti per il 
no 44 la quintica luogo dei vertici dei triangoli coniugati a una conica e 2 cubiche 
è anche il luogo dei punti P relativi alla conica e a tutte le cubiche del fascio 
determinato da quelle due. I 10 punti P (cosi chiamati da Caporali), relativi a 
una conica e a una cubica , sono quei punti vertici di 00^ triangoli coniugati alle 
due curve. 
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Data una cubica e due quartiche, e fissato un punto esistono in generale 
cinque quadrangoli coniugati alle tre curve con un vertice in quel punto. 
In modo analogo si dimostra che: 

Data una quartica e una quintica esistono in generale 5 pentagoni coniu- 
gati aUe 2 curve con 2 vertici in 2 punti assegnati. 
e inoltre : 

Data una quartica e una conica esistono cinque terne apolari della quar- 
tica coniugate alla conica, 

16. Se A^K^K^A^k^A^ è un esagono coniugato coi quattro vertici A3,A4,Ag,A^ 
su una retta Vy la cubica polare mista di A| , Aj ha i quattro punti A, ; A4 , A^ ; A« 
per coniugati quindi si spezza nella retta r e in una conica residua (*) cioè Aj 
è uno dei 21 punti doppi della Steineriana della quartica polare di A, (o vice- 
versa). Reciprocamente presi due punti A, , Aj che soddisfano a queste condizioni, 
4 punti qualunque della retta secondo cui si spezza la loro cubica polare mista 
formano un quadrangolo ad essa coniugato quindi è sufficiente che queste qua- 
derne siano coniugate alle quartiche polari di A, e A2 per completare con A, , A^ 
esagoni coniugati a C. Ne segue: 

Esistono OD^ esagoni coniugati a una quintica con 4 vertici in linea retta. 
Fissato un vertice qualunque il secondo può assumere 21 posizioni distinte^ gli 
esagoni che hanno il secondo vertice in uno di questi punti sono 00* 6 costitui- 
scono un sistema lineare, 

17. Vediamo quanti sono gli esagoni coniugati che hanno i loro vertici su 
una coppia di rette a,b. Non può darsi , in generale , il caso che due vertici 
sieno su a e gli altri quattro su b (16). Il solo caso possibile è che tre vertici 
sieno su una retta e gli altri tre sull'altra. Consideriamo il sistema lineare oc^ 
costituito dalle coniche polari miste delle terne di punti di a ^ le coniche del 
sistema spezzate in due rette sono le coppie di rette coniugate a tutti gli invi- 
luppi della schiera coniugata, dunque esiste una sola conica così formata che 
abbia b per una delle rette secondo cui si spezza. Ciò vuol dire che in a è pos- 
sibile trovare una terna A1A2A3 tale che la sua conica polare mista sia spezzata 
in 6 e in una retta residua. Allora la terna A^AjA^su b coniugata a C,*, C^', C,* 
completa un esagono coniugato a C^. Questo è runico esagono inscritto in a b. 

Oli esagoni coniugati a una quintica con tre vertici in linea retta e gli 
altri tre pure in linea retta sono 00*, ogni coppia di rette ne contiene uno. 



(*) In generale vale il teorema: Se (n+l) punti in linea retta sono coniugati 
a una curva di ordine n C* questa curva si spezza nella retta contenente gli n+l 
punii e in una curva di ordine n-1 residua. Il teorema è evidente per n=2, ba- 
sterà dunque mostrare che se è vero per n— 1 è vero per n. La prima polare C**"' 
di uno degli n+1 punti ha l'n— gono formato dai rimanenti per coniugato quindi 
per l'ipotesi, si spezzerà nella retta contenente quei punti e in una C**"* residua. 
Ma allora il punto considerato appartiene alla sua prima polare e quindi è un punto 
di C*, cioè questa curva si spezza nella retta contenente gli (n+l) punti e in una 
curva di ordine n-1. 



VCL. ZL. 
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LA FUNZIONE ARITMETICA e (^) 



E LA TEORIA EDCLIDEA DELLE PROPORZIONI FRA GRANDEZZE 



NOTA 



DEL 



Prof. GENEROSO GALLUCCI 



1. Chiameremo progressione aritmetica di specie k una progressione di nu- 
meri «0 7 ^1 ; ^t ; • • • ^^® ^ cominciare dal primo si distinguono in grappi suc- 
cessivi ciascuno di k elementi , ogni gruppo dando luogo agli stessi numeri 
a, , «2 , . . . oTj^ ove «f (i = 1 ,2 , . . . fc) è la differenza tra Y V^^ elemento del 
gruppo ed il precedente. 

Per A: =1 1 si hanno le ordinarie pregressioni aritmetiche. 
Ogni termine a^ si esprime mediante il precedente nel seguente modo : se 
r è il resto della divisione di N per k sarà on = on-i + «r- 

2. Siano A , B due grandezze omogenee. Nella teoria euclidea delle pro- 
porzioni, trovare la ragione dì A e B vuol dire paragonare le grandezze A,B 
neirintento di vedere quante volte A ed i suoi multipli contengono B. Sicché 
il concetto euclideo di ragione non è quello di una quantità determinata , ma 
di una operazione. In sostanza la ragione di A e B si può considerare definita 

con la funzione aritmetica E (-^j ; ad ogni valore di x corrisponde il numero 

di volte che ccA contiene B. In tal modo Teguaglianza di due ragioni A : B e 

C:D è definita come l'identità delle due corrispondenti funzioni aritmetiche 

/xA\ fxQ\ 

^ vlT/ ® Ef— ) ^ questo per l'appunto esprime la definizione euclidea di 

proporzione. 

Ogni teorema sullo proporzioni esprimerà una proprietà della funzione arit- 
metica su accennata e viceversa delle proprietà di tale funzione si potrebbero 
ricavare le proprietà delle proporzioni. 
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Cosi al teorema espresso dairinvertendo cornsponde la seguente proprietà: 

8. Ora vogliamo dimostrare il teorema seguente: 

La condizione necessaria e sufficiente perchè le grandezze A,B siano com- 

mensurabili è che i valori della funzione aritmetica E V-p-) per x = 0,1,2,.. 

formino una progressioue aritmetica di specie k per k > 1. 

Se A , B sono commensurabili , esisteranno multipli di A che contengono 
esattamente B; [sia A:A il minimo di tali multipli, dico che i valori della fun- 
zione aritmetica E i-^j per a? = 0, 1 ,. . . formano una progressione aritme- 
tica di A,"* specie. 

Poniamo 

On = E (^) ed C3t< = a< — a^., (per i < A:). 

Dividendo N per k si abbia per parte intera del quoziente n e per resto r 
Sarà: 

ed osservando che knA è multiplo di B : 

Analogamente : 

„ /knA\ „ /(r- 1) A\ 

e sottraendo : 

T. /rA\ „ /(r- 1) A\ 

flN - «N-i = E (^- J - E [ ^ ^ ) = «r - «r-1 = «r 

ossia 

ciò che dimostra l'assunto. 

Reciprocamente a^ a^ a^ . . . f ove a^- = E ( ~ j j sia una progressione 

aritmetica di specie k , dico che le grandezze A , B sono commensurabili. Ba- 
sterà dimostrare che kA contiene esattamente B. 
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Prima osserviamo che essendo : 



si ricava : a, + a, + ... «» = aj^ — a^ e per essere a^, = : 

a, + flt, + . . . + ajk = afc (1) 

Ora se A:A non contenesse esattamente B, si dovrebbe avere un resto R, 
e per il postulato di Archimede esisterebbero multipli di R che supererebbero 
B ; sia (A + 1) R il minimo di tali multipli. 

Consideriamo E f ^ — ). Osservando che 

(h+ i)kA = hkA + fcA 

e che hk A , kA contengono rispettivamente B con i resti TiR ed R , potremmo 
scrivere : 



-(!^t-)><^)Mf) 



poiché la somma dei due resti è (^ + 1) R che supera B per supporto. 
Intanto per ipotesi si ha : 



e sommando : 

<^(h+i)H = «liJk -4 («, + ... + afc) e per la (1) 
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e questa eguaglianza contraddice la (2). Adunque kA deve contenere esattamente 
B e perciò A , B sono commensurabili. 

4. Il modo con cui i numeri E (-^) sì distribuiscono tra i numeri interi 

tanto nel caso di A , B commensurabili quanto nel caso opposto , dipende dal 
procedimento della massima comune misura applicato alle grandezze A,B. Se 
R, 9 Ri^ 7 . . . sono i resti successivi che si ottengono in tale procedimento e se 
Q è il numero di volte che A contiene B, Q, il numero di volte che B con- 

tiene K, ecc. il modo di variare dei numeri E ( -^ ) dipende dai numeri Q , 

Q. ,Qt, 

Infatti proponiamoci di vedere quante volte i multipli di A contengono B. 

Indicando con a,- il numero E (p-J troviamo al principio ao-0, a|=Q, a,=2Q... 

^o = Qi» Q^o +1 = (Qi + 1) Q + l. Cioè abbiamo per la prima volta l'aumento 

di Q + 1 invece di Q per i = Q, + 1. Per seguitare a trovare i numeri a^ ci 
serve di sapere quante volte B ed i suoi multipli contengono R, almeno sino ad 

^) troviamo 0^ = ^^ =: Q, 

&, = 2Q, . • . &Q = Q2Q, &(i +1 = (Qt f 1) Qi -l- 1 , cioè V aumento di Q, + I per 

la 1» volta si ha per t = Q^ + !• Noti questi numerì &| , ò^ , . . . &q +1 troviamo 

2 

Oo +t= (Qi + 2) Q + 1 , ao +s = (Q, + 3) Q + 1 . . , «jo ^, = 2Q, + l)a f 2 e così 

possiamo proseguire sino ad a(Q +,)q +,. Per seguitare oltre dovremo conoscere 

^ft +t &Q +3 • • • ® P®r conoscere questi numeri basterà sapere quante volte R, 

ed i suoi multipli contengono R, e cosi di seguito. Sicché il modo di variare 
dei numeri a^ dipende dai numeri Q , Qi > Q2 > • • • cioè dai quoti successivi che 
si ottengono nella ricerca della massima comune misura di A e B. 
Da ciò che precede risulta il teorema : 

8e 4 grandezze A , B , C , D sono tali che E ( -^ ) = E ( -tt- ) , i quoti suc^ 

cessivi che si trovano nel procedimento della massima comune misura applicata 
alle A , B sono rispettivamente eguali ai quoti successivi che zi ottengono nello 
stesso procedimento applicato alle C , D. JE? reciprocamente. 

Da tale teorema si potrebbero ricavare in modo molto facile le proprietà 
delle proporzioni fra grandezze. 

Con questo metodo si avrebbe un doppio vantaggio : quello di fondere in- 
sieme i preliminari della teoria della misura con la teoria delle proporzioni fra 
grandezze e quello di presentare la teorìa euclidea sotto una forma un po' meno 
astratta. 

Per esempio il teorema deirinvertendo si può considerare come incluso nel 
reciproco del teorema enunciato. 
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5. Come applicazione si potrebbe dimostrare che se £| , B^ • • • ^^^^ ^ ^®^^ 
saccessivi che si ottengono nella ricerca della massima comune misura di À e 
B e se 

e le due grandezze sono incommensurabili. 

6. La legge con cui variano i numeri a^ non è esprimibile in modo semplice 
in generale. Limitiamoci agli esempii più semplici^ lasciando da parte il caso 
in cui A contiene esattamente B. 

A contenga B Q volte col resto R e B contenga Q, volte R esattamente. Se 
m è la parte intera d.l quoziente di N per Q, si troverà: 

On = NQ + m. 

A contenga B Q volte col resto R B contenga R| Q, volte col resto R' ed 
R contenga R' esattamente Q, volte. Sia k la parte intera del quoziente di N 
diviso per QjQ^ -f 1 ed r il resto ; sia poi k' la parte intera del quoziente di r 
per Q, ed r' il resto: si troverà: 

flN =NQo + fcQt4 fc'- X(r') 

ove X(r'; è = 1 per r' = ed è = per r' -j- 0. 

7. Sarebbe forse interessante lo studio della funzione inversa di E (•^). 

Non essendo facile trovare formolo generali mi limito al l^ degli esempii del 
N.* precedente. 

Dato N si trova «n = E ( ^ ) : ma viceversa dato «« non sempre esiste N. 

Nel caso in esame, una facile discussione di analisi indeterminata conduce a 
questo risultato : 

Le condizioni necessarie e sufficienti perchè dato a^ si possa ricavare N sono 
le due seguenti : 
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ISA : :'/PRIETÀ DELLE RADICI PRIMITIVE DELLA U.^ITÀ 

DI UN MEDESIMO GRADO 
NOTA 

DEL 

Dott. ITALOAMALOI 



§ 1 . Le radici n*'"** primitive di 1 , cioè quelle soluzioni della equazione 

X" - 1 = 

le quali non soddisfanno a nessun' altra equazione della stessa forma di grado 
inferiore a n ; costituiscono il sistema completo delie soluzioni della equazione 

n n 

(1) — ;r —ir- — = « 



(x^' - 1) . . . (x^'^*^' - 1) 



dove Pt PtPi • ' ' Pm sono i fattori primi di n ('). 

La equazione (1) è intera in )r , di grado cp(n) e , come è noto, è irreduci- 
bile non solo nel campo di razionalità naturale, cioè nel campo dei numeri in- 
teri, ma anche rei campo naturale con V aggiunta deVe radici delC Unità di 
grado primo con n. 

§ 2. L'equazione (1) è una equazione reciproca. 

Infatti, ammesso come noto che essa è la equazione delle radici n^**"'* pri- 



(*) V. Bachmann, Die Lehre von der Kì^eistheilung^ 3'* u. 5**^ Vorlesungen; 
Weber, Lehrbuck der Algebra; Bd. I, § 134, 
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niitive della Unità (come si è detto al § precedente), basta ricordare che la 
Inversa di una radice 7»**''** primitiva della Unità è ancora una radice n'*'**** 
primitiva della Unità (*), nonché la proprietà del numero 9(71) di essere sempre 
pari, eccettuato f(2) che è uguale a 1. 

Ma questa proprietà della equazione (1) si può anche riconoscere diretta- 
mente e in modo più semplice, osservando che ì fattori binomii, che si presen- 
tano nei due termini del primo membro, sono in ugual numero tanto al nume- 
ratore che al denominatore, e propriamente in numero di 2^"* (se v è il numero 
dei fattori primi di n) per la nota proprietà dei numeri figurati 

i+0^O)^--- = G)+(3)+---=^"' 

e ricordando inoltre che 

<p(?i)=:?i-ny— + n \ n\ + . . . 

così , indicando il primo membro di (1) con P^Cx) 1 ^^ riconosce che 

(2) X'^''^-Fn(7)=Fn(X)- 

Evidentemente il coefficiente della massima potenza )^?^*) in P„(x.) è 1 (come 
il termine indipendente da y). 

§ 3. La proprietà delle radici n**^^^ primitive della Unità, che voglio dimo- 
strare, si deduce facilmente dal confronto di due sviluppi in serie della F,»(x)- 
Dalla (2) si ricava 

('■-,W'-±)C-±)- 

(3) ■Z9W=^n[-) = - 






(*) E invero, le potenza delle radici n'*^'"* primitive della Unità di grado 
ugnale ad un numero primo con n sono ancora radici n^**"'^ primitive della Unità 
(V. Bachmann, 1. e. 3'* Vorles. 4): quindi, se r è una di tali radici, r'*"* sarà 
pure una di tali radici, perchè n — 1 è primo con n ; ma r*'""* = r" • r~' = r""*. 

e. d. d. 
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ora se a, b y e, . . . j h sono le 9(71) radici w**'"* primitive dell' Unità 

ovvero 

(*) ^^-(.-f)(.4)(.-^)...(.-A). 

Imaginando, sul piano dei numeri complessi, x variabile alVesterno del cer- 
chio, che ha il centro nel punto e il raggio uguale a 1, presi i logaritmi dei 
due membri della uguaglianza (4), posso sviluppare il secondo membro in (^{71) 
serie logaritmiche ; in tal modo ottengo 

-log^^ = ^(a + & + c + ... + 7i) 

(5) 4- 2. (a« + &« + c« -h . . . + h^) 

+ g^ (a» + 6=^ + e» + . . . + A») 

+ ; (*) 

d'altra parte, per / variabile nella suddetta regione del piano, ricavo da (3) 

F,(X) _ 1 1 1 
^^ j^f (fij "■ x" 2^-* ^ 3x''* ^ 

Ili 

TU'" 111 ■'In:''"' 
^Pii>i ^^p^pt ^^piPt 

(6) + 

1 1 1 

n 2n 3n 

X^* 2x^* 3x^* 

1 1 1 

n 2» 3n 

l'iPiP» 2x^*^*^* 3^PiP»Pa 

(•) V. Todhunter, Teoria dello equazioni, Gap. XXI. 

VOL. xu ^ 
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§ 4. Indicando la somma delle potenze m**'*^ delle radici w'**'"' primitive 

della Unità con S^ , si ricava dallo sviluppo (5), che il coefficiente di -^ nello 

jj 

Y (x) S 

sviluppo di — log y^,^^ secondo le potenze intere positive di y"* è — ^ . 

D'altra parte lo sviluppo (6) della stessa funzione di x contiene soltanto 

n 



potenze intere positive di x ^*'^*^*"*^^ , cioè esso è della forma 
(7) 2 ^'^ 'X PiPtPi-Py, 



A=i 

e per la osservazione precedente sarà 
(8) , n 



»*-S 



PiPtPi . . . Pv fc 

Piplpi-Pv 

§ 5. Ora osservo, che in ciascuna delle c(n) serie costituenti lo sviluppo 
(6), serio procedenti secondo potenze intere positive di y~', non si presenterà 
mai una potenza di x"' di grado uguale ad un numero primo con ra , eccetto- 
chè nella serie, che incomincia col termine 



j_ PìPlPZ'"P^,y 

quando aia questo esponente uguale a 1 ('). 

Chiamo, per brevità, questa serie la serie corrispondente al divisore minimo 

e distinguo due casi : 

n 
P caso : sia = 1 , cioè , sia n composto di fattori primi tutti 

PiPlPV'Pv 

alla prima potenza; 

n 
IP caso: sia =/= 1, cioè, almeno uno dei fattori primi di n 

PiPlPi'"Pv 

si presenti in n ad una potenza diversa da 1. 

Osservo allora, che nel P caso lo potenze di y~* di grado uguale ad un 
numero primo con n, presentantisi nella serie corrispondente al divisore minimo, 



(*) La proprietà , a cui qui si ricorre , può essere enunciata cosi : Se 

= 1= 1 , nessun numero primo con n ha la forma k {k in- 



PiPiPi" 'Pm PkPiVi'"P^ 

toro). Non sussiste la inversa. 
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si presenteranno nello svilnppo (6) soltanto in questa serie e quindi una volta 
soltanto. 

Nel IP caso lo sviluppo (6), o (7), non conterrà alcuna potenza di •/*"* di 
grado uguale ad un numero primo con n. 

§ 6. Nel Io caso adunque si avrà, dalla (8), per ogni numero k primo con n 



dove 



quindi 



fc-a* = Sfc, 



«. = (-i)^f; 



= (- D* 



Nel ir* caso invece per ogni numero k primo con n si avrà 



= 0. 



Si possono quindi enunciare i teoremi seguenti; 

« Le somme delle potenze w'*'"' delle radici w"*'"* primitive della Unità , 
« quando m è primo con n, sono uguali a +1 o a-l,se7iò composto di 
« fattori primi tutti alla prima potenza (avendosi + 1 , se il numero di questi 

< fattori è pari, — 1 so è dispari), e sono invece tutte nullo nel caso generale, 
« quando cioè n contenga anche solo un fattore primo ad una potenza diversa 

< da 1 >. 

Sì osservi poi che, in virtti del teorema citato nella nota a pie di pagina 
nel § 2, le S^ , per m primo con n, sono somme formate con i medesimi ad- 
dendi, le 9(n) radici primitive. 

§ 7. In particolare, S, nel P caso avrà il valore ± 1 e nel IP caso il va- 
lore O ; così pure S„_,. 

Per conseguenza nella equazione (1) delle radici w*^*""* primitive della Unità 

r„(x) = x»<"' 4 c.x^w-» + • . . + 0,(„,_, X + 1 - , 

siccome — C, = S| , sarà 

nel P caso C, = =F 1 e nel IF caso C, = 
e quindi anche, per il § 2 , 

nel P caso C^(^).| = T 1 e nel n^ caso O^^^j., = 0. 
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§ 8. Aggiungo da ultimo qualche osservazione relativa ai teoremi stabiliti 
nel § 6. 

Indico con «p la somma delle potenze j?***"** di tutte le radici n"*"** della 
Unità (compresa la Unità) ; è noto (') che, se p non è divisibile per n , 

sia m primo con n: sarà pure 

s« = 0. 

Combinando questa proprietà con i teoremi del § 6 , si possono enunciare 
i seguenti teoremi relativi alle radici n"'"** non primitive della Unità : 
« le somme delle potenze w***'"* delle radici w'*'"" non primitive della Unità 
« (compresa l'Unità), quando m è primo con n, sono uguali a - 1 o a + 1 , 
« se n è composto di fattori primi tutti alla prima potenza (avendosi — 1 se 
€ il numero di questi fattori è pari, + 1 se è dispari), e sono invece tutte nulle 
« nel caso generale, quando cioè n contenga anche solo un fattore primo ad 
< una potenza diversa da 1 ». 

Finalmente, se n è primo, si entra nel P caso e si ha la proprietà seguente : 
<c le somme delle potenze simili delle radici n^'^'^' della Unità (esclusa la Unità), 
« quando n è primo e il grado della potenza non è divisibile per n, hanno tutte 
« il valore — 1. 

€ Evidentemente, se il grado delle potenze è divisibile per n, quelle somme 
« hanno invece il valore — 1 + » ». 

Ancona, 24 Aprile, 1901. 



(*) V. Petersen, Teoria delle equazioni algebriche, Voi. I, P. II, Gap. Ili, 
§ 2 , 67. 
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IL PRINCIPIO DI DIRICHLET 

E IL PROBLEMA DEI VALORI AL CONTORNO 
NOTA 

DEL 

Dott. LUCIO SILLA. 



INTRODUZIONE 



Alla «uà bella memoria « Sur le$ équations atix derivées partielles de la 
Pkysique Mathématique {*) » il Sig. Poincaré, con la consueta eleganza e pre- 
cisione I premette una rapida rassegna di alcuni problemi fondamentali della 
Fisica matematica ed ossei^va che, si tratti di elettricità statica o dinamica, di 
magnetismo o di propagazione del calore, di ottica o di elasticità e d'idrodina- 
mica, quei problemi danno luogo sempre ad equazioni differenziali identiche od 
analoghe. 

Rinviando il lettore, per Tenumerazione di tali problemi, alla citata memoria, 
tanto istruttiva, mi limiterò qui a notare che se ci si propone di trovare lo stato 
di equilibrio termico nei punti di un corpo conduttore isotropo , quando i punti 
della sua superficie sono mantenuti a temperature datSf il problema analitica- 
mente si traduce così : trovare una funzione Y(x , y , ^) che soddisfi, in un eerto 
campo, all'equazione 

a*v a»v a»v ^ ^^, 
a^"^a^ + ài^=^ (') 

e che, sulla superficie del campo, assuma i valori ivi assegnati* La ricerca della 
soluzione V(a;,2/,2;) costituisce il cosidetto « problema di Lejeune'Dirichlet :». 



(*) Ved. American Journal of Mathematics, t. XII (1890) p. 211. 
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Come al principio del secolo XIX il problema delFattrazione degli sferoidi 
e più tardi il problema jacobiano d' inversione , costituirono , per così dire , la 
pietra di paragone dell'altezza delie dottrine matematiche del tempo, così più 
recentemente, la soluzione del problema di Lejeune-Dirichlet ha affaticato l'in- 
gegno dei matematici più illustri. Egli è che, non dico la soluzione, ma la sem- 
plice prova deiresistenza di una soluzione, non si riesce ad ottenerla nel caso 
più generale ; non solo , ma nei casi particolari , la si ottiene a costo di pro- 
cedimenti analitici più o meno complicatissimi. Qui si potrà osservare : è pos- 
sibile dubitare della esistenza di uno stato di equilibrio termico o , in un pro- 
blema analogo , di uno stato di equilibrio elettrico , quando le prove speri- 
mentali dell'esistenza dell'uno e dell'altro non lasciano alcun dubbio in propo- 
sito ? Certo, dal punto di vista delia Fisica, la dimostrazione analitica dell'esi- 
stenza di una soluzione, si può ritenerla anche superflua ; ma^ dal punto di vista 
della Matematica, la cosa è ben diversa. Il Klein osserva che la Matematica 
oggi tende sempre più a distaccarsi dalla Fisica ed a costituire una Scienza a 
sé ; ora non è possibile contentarsi di una dimostrazione sperimentale in un pro- 
blema che può essere posto a parte qualsiasi considerazione fisica e con lin- 
guaggio puramente analitico. 

E nasce un'altra riflessione importante. Il « Principio di Dirichlet » (è questo 
il nome che si dà ordinariamente al teorema di esistenza) costituisce la base di 
teorie di pura analisi, che nulla hanno a vedere con la Fisica. La grandiosa 
memoria del Eiemann sulle funzioni abeliane, che ha messo sotto una luce nuova 
la teoria delle funzioni algebriche ; la teoria riemanniana delle funzioni di va- 
riabile complessa ; la rappresentazione conforme , sono altrettanti ed importan- 
tissimi rami dell'analisi, per i quali il Principio di Dirichlet costituisce il fon- 
damento, 0, almeno, uno dei punti essenziali di sostegno. 

Matematici come il Gauss, il Thomson, il Dirichlet e più tardi, il Riemann 
stesso, si contentarono di una dimostrazione « mutatis mutandis > analoga e più 
meno errata , del teorema di esistenza ; appunto perchè si considerava quel 
teorema quasi sempre in relazione a problemi di Fisica, per i quali non era 
dubbia l'esistenza di una soluzione. Si diceva : la funzione Y {x , y , z) deve 
prendere dei valori dati sulla superficie di un certo campo S , dentro il quale 
la funzione è continua insieme alle due derivate -, allora l'integrale 



upjH'ir^o'^- 



<dy 

non può annullarsi •, esso ammette dunque un minimo e questo, come si dimo- 
stra poi facilmente, corrisponde al caso in cui V soddisfa all'equazione (1), Ma, 
dopo la morte del Riemann, quando fu studiata accuratamente la memoria sulle 
funzioni abeliane, e ne fu compresa tutta l'importanza, questa dimostrazione non 
poteva più soddisfare, ed allora cominciò una nobile gara fra i matematici, per 
dimostrare con rigore il Principio di Dirichlet. 
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A tutt'oggi si possiede una vasta letteratura matematica su questo argo- 
gomento ; e, dopo i memorabili lavori dello Schwarz , di C. Neumann e del 
Poincaré, si può dire che il teorema dì esistenza è stato dimostrato in condi- 
zinni molto generali, circa la natura della superficie che limita il campo consi- 
derato. Ma 11 tema delie ricerche è tutt'altro che esaurito e la necessità di ul- 
teriori studi s'impone a doppio titolo : sia per giungere finalmente alla dimo- 
strazione generale del Principio di Dirlchlet, sia per trovare procedimenti che 
permettano le applicazioni numeriche ; giacché , osserva il Fourier (*) : « La 
méthode ...-., ne laisse rien de vague et d'indéterminé dans les solutions: 
elle les conduit jusqu' aux dernières applications numériques , condition néces- 
saire de toute recherche et sans laquelle on n'arriverait qu'à des transformations 
inutiles ». 

Ora chi, pur avendo di questa parte dell'Analisi una cognizione sufficiente 
come coltura matematica generale , volesse acquistarne una conoscenza « ex 
professo :» (indispensabile per avventurarsi utilmente in ulteriori ricerche) do- 
vrebbe affrontare fin dal principio un penoso studio preliminare per orientarsi 
nel grandissimo numero di lavori riferentisi al teorema di esistenza. Esistono , 
è vero, opere pregevolissime , come quelle del Sig. Picard, del Sig. Duhem e 
del Sig. Poincaré , le quali si occupano con molta larghezza del Problema di 
Lejeune-Dirichlet ; esistono pure bibliografie di grande valore, sulla teoria del 
potenziale, come quella del Sig. Bacharach e l'altra recentissima dei Sigg. Burk- 
hardt e Meyer, nelle quali, compatibilmente all'indole dell'opera , è fatta larga 
parte all'argomento in discorso. Ma restava sempre a farsi un lavoro che, par- 
tendo dalle origini, e seguendo in tutte le sue fasi il Principio di Dirichlet, of- 
frisse un quadro completo di quanto si è fatto finora e coordinasse le varie 
ricerche. 

Avendo avuto la fortuna di seguire e studiare un corso del Sig. Prof. E. 
Beltrami, nell'anno accademico 1897-98, sul potenziale logaritmico e sulla dimo- 
strazione del teorema di esistenza data da C. Neumann, dalle grandi difficoltà 
cho incontravo ogni volta che volevo approfondirmi in materia, intravidi la ne- 
cessità di una monografia che trattasse esclusivamente del Principio di Dirichlet. 
Oggi , superati non pochi ostacoli , e grazie ai su nominati lavori che hanno 
agevolato il mio compito, sono in grado di presentare qualcosa che potrà tor- 
nare utile ai giovani matematici. 



Dopo aver richiamato , nel § 1 , alcune nozioni sulla teoria del potenziale, 
ho preso a considerare, nei §§ successivi, il teorema di esistenza dalla sua ori- 



(*) Fourier , « Oeuvres » t. !• Discours préliminaire. 
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gine storica, cioè dal problema della distribuzione elettrica ed ho mostrato l'im- 
portanza della funzione* di Green e della trasformazione del Thomson (trasfor- 
mazione per raggi vettori reciproci) per la soluzione del Problema dì Lejeune- 
Dirichlet. 

Indi, esposti succintamente gli studi del Gauss e del Dirichlet, ho fatto 
vedere, con una certa larghezza, qual sia l'importanza del Principio di Dirichlet 
per il triplice uso che ne fa il Riemann nella teoria delle fanzioni di variabile 
complessa, nel teorema fondamentale della rappresentazione conforme e nella 
memoria delle funzioni abeliane. Poi ho riassunto la crìtica mossa alle varie 
tentate dimostrazioni del Principio di Dirichlet, fino al Kiemann ; e, successiva- 
mente, i metodi escogitati per mettere su basi sicure quel Principio. Qui ho ba- 
dato, piti che altro, a rilevare il carattere dei vari metodi, le analogie e le dif- 
ferenze fra l'uno e l'altro e i punti che si prestano ad ulteriori ricerche. Mi sono 
fermato specialmente sul metodo del Neumann e sul metodo del Poincaré, il 
quale ultimo si può dire costituisca un terreno ancora inesplorato, e su di esso 
dovrebbero specialmente indirizzarsi gli studi dei giovani matematici. Nei §§ 20 
e 21 ho riassunto quanto di più importante è stato pubblicato in questi ulti- 
mi anni. 

In un lavoro dell' indole del presente, dovevo necessariamente propormi di 
riuscire chiaro e conciso al possibile. Spero non mi si dovrà rimproverare molto 
in proposito ; e , quanto al fine di utilità che io mi auguro di raggiungere, esso 
può esser posto bene in evidenza dalle parole del Sig. Klein : 

« Le matematiche pure progrediscono a misura che i problemi conosciuti 
sono approfonditi. Man mano che noi comprendiamo meglio gli antichi problemi 
i nuovi si presentano di per sé » Q). 

Roma, Febbraio 1901. 



§ 1. L'equazione di Laplace e le funzioni armoniche, 

N. 1. Consideriamo un sistema formato da un corpo continuo elettrizzato S, 
separato da un mezzo non elettrizzabile mediante una superficie e , e chiamiamo 
p(x jy , z) la densità elettrica variabile da punto a punto nel corpo , ma finita 
dovunque e che ammetta le derivate parziali del 1^ ordine rispetto alle coordi- 



(*) Ved. Riemann, " Oeuvres „: Discorso di P. Klein. 
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nate del punto a cui essa si riferisce. La fanzione potenziale Y {x ,y , z) del- 
l' elettricità distribuita nel sistema S (*) : 

a) è una funzione monodroma, finita e continua delle coordinate a:,T/,«, 
in tutto lo spazio ; 

h) nello spazio esterno ad S soddisfa all' equazione differenziale parziale 

a*v c?*V a^v ^ 
e) nello spazio intemo ad S soddisfa all'equazione differenziale parziale : 

a*v a*v 5*v 

L' equazione (l), studiata la prima volta dal Laplace (*), che ne aveva già 
data la trasformata in coordinate polari ('), prende appunto il nome dì equazione 
di Laplace. Ad una soluzione monodroma^ finita e continua ^{x^y yz), entro 
un certo campo , dell' equazione di Laplace , daremo talvolta , con Thomson e 
Tait, il nome di funzione armonica del campo (*). 

L' equazione (2) prende , invece , il nome di equazione di Poisson , perchè 
considerata per primo dal Poisson (•). 

L'equazione di Laplace, sia direttamente, sia indirettamente per quistioni 
che ad essa intimamente si collegano, è stata oggetto dello studio di quasi tutti 
gli analisti di questo secolo. Le ricerche fatte in proposito, costituiscono una 
parte classica delle matematiche , giacché l'integrazione della (1) offre metodi 
applicabili anche ad equazioni affini. 

2. In molte quistioni di fisica (ad esempio nello studio delle correnti elet- 
triche in lamine piane conduttrici ed infinitamente sottili) •), intervengono fun- 



(*) Confronta in proposito : Betti , «: Teorica delle forze newtoniane :»; Duhem, 
< Le9ons sur l'Électricité et le Magnétisme » tomo I, pag. 92. 

(*) Laplace, « Mémoire sur la théorìe de l'anneau de Saturno » (Móm. de T Aca- 
démie Royale dea Sciences 1787, Paris 1789, pp. 249-267). Ved. anche Bacharach, 
« Abrìss der Geschichte der Potentialtheorìe >> § 2 e 3. 

(') Laplace, « Théorie des attractions des sphéroXdes et de la figure des pla- 
nètes (idem idem 1782, Paris 1785). 

{*) Thomson e Tait, « Treatise of naturai phiios. > Cambridge 1867 ; 2« ed. 1886. 

O Poisson^ « Bemarques sur une óquation qui se présente dans la théorie 
des attractions des spheroìdes » (Nouveau Bulletin de la Société philomatique de 
Paris, t. in, pp. 388-392 ; 1813). 

(*) Kirchhoff. « t}ber den Durchgang eines elektrischen Stromes durch eine 
Ebene i insbesondere durch eine kreisformige > (Poggendorff' s Annalen t. 64^(1845) e 
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zioni V(a; , y) , dipendenti cioè da dne sole coordinate, e che soddisfano all'cqaa- 
zione differenziale parziale 

a^ + a^-^- (^> 

Anche questa equazione , le cui proprietà furono studiate dal Eiemann *) , 
ha dato origine a tutta una teoria (teoria delle funzioni di variabile complessa), 
che è fra le più interessanti dell' analisi moderna. Ad una soluzione V (^ , y) , 
monodroma, finita e continua , entro una certa area , della (3) , daremo egual- 
mente il nome di funzione armonica dell'area. 

Adottando la notazione del Lamé; compendieremo le (1) e (3) nell'equazione 
simbolica *) : 

A, V = 0. (4) 

3. Una soluzione particolare dell'equazione (1) è offerta dalla funzione po- 
tenziale newtoniana 



=s^. 



w 



dovuta ad un sistema di punti materiali (in numero discreto) p^ (a , 6 , e) , fissi 
e sedi di masse \l^ , i quali agiscono secondo la legge newtoniana, su un punto 
materiale m(x , f/ yz)y mobile e sede di massa 1 ; r, indica la distanza del punto 
agente [L^ dal punto m che , con la locuzione del Beltrami , si dirà punto po- 
tenziato ^). 

SC; anziché in punti materiali isolati , la massa è distribuita in modo con- 
tinuo entro un volume S (o lungo una superficie o una linaa) la funzione po- 
tenziale newtoniana V , dovuta a questa distribuzione , si presenta sotto forma 
d' integrale : 



-/, 



s r ' 



esteso a tutto lo spazio S (o a tutta la superficie o linea), p indicando la densità 



67*^ (1846); gesamm. Abhandl. t. X). Cfr. Duhem, op. cit. t, I p. 419, e, ulterior- 
mente: H. Weber, « die partiellen. Diff-gleichungen der mathematischen Physik > 
(Braunschwig. 1900, p. 410 e seg.) ; Bacharach, loc. cit. § 15. 

(*) Eiemann, « Dissertazione inaugurale 3> § 10 e 11. 

(') Lamé, « Le9ons sur les coordonnées curvìligues et leurs diverses applica- 
tions » (Paris 1859, pp. 5-7). 

(') E. Beltrami, < Intorno ad alcuni nuovi teoremi del Sig. G. Neumann sulle 
funzioni potenziali » (Annali di Matematica, Sene II, t. X, (1880-82) p. 52). 
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deirelemento di volume dS (oppure deirelemento di superficie o dì linea), r la 
distanza di questo elemento di volume dal punto potenziato (^jn ^y jz).!!^,^ h una 
funzione armonica in tutto lo spazio esterno alla massa agente ; invece nello 
spazio interno alla massa, V soddisfa airequazionc (2). 

4. Se nel piano si considerano punti materiali (in numero discreto) sedi di 
masse ipotetiche u,-, agenti in ragione inversa della semplice distanza, allora 
alla funzione (5) si può far corrispondere la funzione : 

i St- 



elle è una soluzione particolare deirequazione (3) ed alla quale G. Neumann ha 
dato il nome di potenziale logaritmico ('). Nel caso di masse distribuite su una 
area o (o lungo una linea) con densità fittizia ^(x^y), il potenziale logaritmico 
ha l'espressione 



-/. 



p log— da, 



r indicando la distanza deirelemento di superficie do dal punto potenziato. 

Le proprietà che il potenziale logaritmico possiede nel piano^ sono assimi- 
labili a quelle che il potenziale newtoniano possiede nello spazio (*} ; quindi 
la U è una funzione armoLica in ogni regione del piano esterna alle masse 



(*) C. Neumann, « Uber die Integration der partiellen Differentialgleichung 
T— , + i^-T = > (Giornale di Borchardt, t. 59", 1861, pp. 335 366). 

Il Lamé (opera cit. p. 171) nello studio sulle temperature stazionarie dei ci- 
lindri, usa la denominazione di potenziale cilindrico. Le proprietà del potenziale 
logaritmico si trovano esposte in forma didattica in C. Neumann, « Untersuchungen 
liber das Logaritmische und Newton' sche Potential » (Leipzig, 1887) ed in A. Har- 
nack, « Grundlagen der Theorie des logarithmischen Potentiales y> Leipzig, 1887). 
Ulteriormente in Poincaré, « Théorie du potentiel newtonien » Paris 1899 ; A. Korn, 
« Lehrbuch der Potentialtheorie » t. II, Berlin, 1901. 

(*) Si dimostra , infatti , che il potenziale logaritmico di un' area piana è lo 
stesso del potenziale newtoniano d' un cilindro avente queir area per sezione retta 
e pieno di materia la cui densità, lungo una stessa generatrice, è costante ed eguale 

a 4" » P indicando la densità che Tarea possiede nel punto in cui è incontrata 

dalla generatrice considerata. (Cfr. Poincaré, op. cit., p. 28 e p. 91). 
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agenti; ma^ entro l'area a, soddisfa all'equazione 

che è V equazione di Poisson nel piano ^^). 

Osserviamo che, quando in (6) si ha p-0, si ricade nella (3) ; allora Tespres- 

9U 9U 

sione — -^— dx + - — dy è un differenziale esatto; epperciò, nell'area o, esiste una 
óy ex 

funzione armonica U', detta la coniugata di U, e che è definita a meno di una 
costante additiva, in guisa cìie U + tU' è una funzione di variabile complessa. 
Lo studio del potenziale logaritmico, quando sia p = 0, si riconduce dunque 
allo studio della equazione ^3), ossia allo studio delle funzioni di variabile com- 
plessa (*). 

5. La legge, dimostrata sperimentalmente dal Coulomb (*), che V elettricità 
si distribuisce alla superficie dei corpi conduttori, formandovi uno strato elet- 
trico sottilissimo, condusse il Green (*) a considerare le funzioni potenziali do- 
vute ad una distribuzione continua di massa (elettrica) lungo una superficie e , 
con densità variabile p. Questi potenziali, (estesi più tardi a distribuzioni di 
masse qualunque) prendono il nome particolare di potenziali di semplice distri- 
buzione e sono espressi dall'integrale 






dove r denota la distanza dell'elemento di superficie da dal punto potenziato e 
p la densità della distribuzione in da. Essi sono caratterizzati dalla loro conti- 



{*) Si osserverà tuttavia che vi è diversità circa il comportamento delle fun- 
zioni U V quando il punto potenziato si allontana all'infinito; difatti, per rsx , 
il potenziale newtoniano è nullo mentre il potenziale logaritmico è infinito logarit- 
micamente, (Cfr. Poincaré^ loc. cit. p. 4). 

(*) Riemann, « Diss. inaug. » §§ 10 e 11. Cfr. pure W. F. Meyer e H. Burk- 
hardt, « Potentialtheorie », nella Encyklopàdie der Mathematischen Wissenscbaften, 
Leipzig 1900, Band. IL Heft IV, p. 474. 

(') Coulomb, « Second Mémoire sur TElectricité et le Magnetismo » (Mémoires 
de l'Académie Royale des Sciences de Paris pour 1785 pp. 578-611. Ved. Duhem, 
op. cit. t. I, p. 94 e p. 125. 

(*) G. Green, « An essay of the application of mathematical analysis to the 
theories of electricity and magnetism > (Nottingham , 1828 (Mathematical papera 
of the late George Green, London 1871 , p. 30). Cfr. puhem , loc. cit. t. I p. 97. 
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nuità e dalla discontinuità delle loro derivate normali (*), qaando il punto po- 
tenziato attraversa la superficie o; giacché, in ogni ponto di a, snssiBte la co- 
siddetta esitazione diJIloulomb-Poisfon (dimostrata dal Green (*)): 

n ed n' indicando rispettivamente la normale interna e la normale esterna alla 
Btiperficie a, erette nel punto di attraversamento e p la densità della distribu- 
zione in quel medesimo punto. 

Nel piano, per semplici distribuzioni lineari^ lungo una linea 9, il potenziale 
ha Tespressione : 



\i^\j\og^ds. 



Quando il punto potenziato attraversa la linea s^ nel punto di densità p, 
U resta continua, ma le sue derivate normali subiscono una discontinuità, come 
mostra l'equazione : 

6. In molte quistioni di fisica (particolarmente nello studio delle azioni elet- 
tromagnetiche delle correnti elettriche chiuse, dei magneti lineari e dei cosidetti 
< foglietti magnetici >) occorre considerare dei potenziali aventi V espressione : 



al 



w 



-h-^^" <'> 



(*) Sia n la normale al punto qualunque p della superficie o : consideriamo 
respressione 

av av dV 

-T — cos nx 4- -— - cos ny + -r — cos m 
dx dy dz 

in un punto P della normale n, e immaginiamo che P , sempre restando sulla n , 
8i avvicini indefinitamente al punto p del contomo a ; se quell' espressione , per 
p^Tf tende ad un limite determinato, questo limite rappresenterà ciò che dicia- 

cY 

mo la derivata normale di V al pimto p, e si indicherà con ^- . Ordinariamente, se 

un 

G ò una superficie chiusa, la direzione n della normale interna si assume come di- 
rezione positiva della normale, e la direzione n' della normale esterna come dire- 
sione negativa della medesima. 

(*) G. Green, « An esaay . . . > art. 4; Bacharach, « Abriss ...» § 6, 
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e ohe sono detti potenziali di doppia distribuzione^ da Helmholtz (') che per il 
primo si servì di essi, mettendone in evidenza tutta l'importanza. Si può con- 
cepire una doppia distribuzione y nel senso stesso di Helmholtz (*), immagi • 
nando che una superficie g sia ricoperta d'ambe le parti, e rispettivamente alla 
distanza + e e — e, da due strati di materia agenti secondo la legge di Newton 
tali che la densità su due elementi corrispondenti (cioè situati sulla stessa nor- 
male a e) , siano + P e — p e siano eguali gli elementi di massa corrispondenti. 
11 prodotto 2cp = ix, chiamato da Helmholtz momento, suol dirsi anche densità 
della doppia distribuzione : essa rimane finito col diminuire di e, talché bisogna 
pensare che, per e piccolissima, p sia grandissima. 

L'integrale W che, sotto la forma (7), fu già considerato dal Green (»), è 
suscettìbile anche della forma: 



„- f COS (f , 



(r distanza del punto potenziato dall'elemento do, 9 angolo formato dalla dire- 
zione r e dalla normale n a do), e, per ix = l, si riduce M'integrale di Gauss (*) 

f cos o , 
--—do. 

Ja r* 

Una terza forma, e notevolissima, dell'integrale W, fu data da C. Neumann: 
di essa e dell'integrale di Gauss dovremo occuparci diffusamente al § 14. 

I potenziali W godono delle due seguenti proprietà caratteristiche : 

1» W è una funzione discontinua delle coordinate del punto potenziato 
quando questo attraversa la superficie in un punto di densità f^^ » cioè, indi- 



ca) Helmholtz , « Ùber einJge Gesetze der Vertheilung elektrischer Str()me in 
korperlichen Leitern, mit Anwendnng auf die thierischelektrischen Versuche » (Pog- 
gendorff' s Annalen, 1853, t. 89® p. 224). Helmholtz usa la denominazione Doppel- 
belegung e Doppelschicht ] Betti (Teorica ...) doppio strato. Consultare in proposito 
Bacharach, loc. cit. § 12 ; e, per la teoria della doppia distribuzione, C. Neumann , 
« Untersuchungen ...» Gap. IV ; Betti, « Teorica ... » Gap. I ; Poincaré, k Théorie 
du potentiel » Gap. VI *, Korn, « Potentialtheorie t. I, Gap. IL 

(*) Helmholtz costruisce una doppia distribuzione nel modo seguente: « Denken 
wir uns dagegen eine Flàche auf einer Seite mit positiver Elektricit&t , auf der 
andern mit einer gleìchen Quantitat negativer belegt, beide Schichten in verschwin- 
dend kleiner Entfernung von einander ; so werden die DiflFerentialquotienten auf 
beiden Seiten der belegten Flachen gleich ; die Werthe dieser Function selbst aber 
versckieden sein ». Gfr, Neumann, « Untersuchungen... » p. 154. 

('**) Green , « An essay ...» art. 7. 

(*) Gauss, « Werke » t. V p. 9. (Fin dal 1813 nella « Theoria attractionis 
corporum sphaeroidalium ellipticorum) >, 
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cando con W„ e W^» i valori di W in hq , rispettivamente dalla parte della 
normale n e della normale n\ si ha 

2^ Le derivate normali di W sono continue, anche attraverso o; talché 

Si noterà, dunque, che mentre i potenziali di semplice distribuzione sono 
caratterizzati dalla continuità della funzione, i potenziali di doppia distribuzione 
sono caratterizzati dalla continuità delle derivate normali. 

Ai potenziali W fanno riscontro, nel piano, i potenziali di doppia distribu- 
zione lineare (*) : 



W 



/ d log — 1 cos op , 



studiate da C. Neumann e pei quali valgono le due proprietà caratteristiche su 
enunciate. 

§ 2. La distribuzione elettrica e il teorema di esistenza. 

7. La ricerca della funzione armonica di un dato campo, con V intervento 
di certe condizioni sul contorno del campo stesso, conduce a stabilire un teore- 
ma (teorema di esistenza) che si presenta, si può dire, in tutti i problemi fon- 
damentali della fisica-matematica , quando si vuole , innanzi tutto , riconoscere 
per quei problemi, la possibilità d'una soluzione (*). 

È noto che nei corpi detti € buoni conduttori » la distribuzione dell' elettri- 
cità varia, in uno stesso punto, finché non sitano soddisfatte, per la densità elet- 
trica, ed in ogni punto del conduttore, certe condizioni dette appunto condizioni 
di equilibrio elettrico (*) , e che il Poisson ha riassunto nella legge seguente : 
« La condizione necessaria e sufficiente affinchè V elettricità sia in equilibrio su 



(') Cfr. Neumann, « Untersuchungen ... » Gap. IV e VII ; Korn , « Potential- 
theorie > t. II, Gap. II ; Mathieu. « Thóorie da potentiel » t. I p. 58* 

(*) Ved. su questo argomento la bella introduzione alla memoria del Poincaré 
" Sur les équations aux dérivées partielles de la Physique mathómatique „ (American 
Journal of Mathematica t. XII, (1890) p. 211). 

(') Duhem, ** Électricité et Magnótisme „ t. I p. lr^6. 
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un corpo condattore, è che essa non eserciti né attrazione né ripulsione su un 
punto qualunque situato neirinterno del corpo , supposto che il punto sia sede 
dì una carica elettrica eguale all'unità » (*). Questo principio conduce a formu- 
lare il problema: dato un sistema di corpi conduttori, esiste una distribuzione 
elettrica che sia una distribuzione di equilibrio ? Ora si dimostra, in Elettrosta- 
tica (*) , che una distribuzione di equilibrio stabile rende necessariamente mi- 
nimo il potenziale elettrostatico W della distribuzione, cioè l'integrale 



*/[©^(£)^(S)>*- 



•dy 

(k costante; V funzione potenziale dello strato elettrico) ; dunque V esistenza o 
meno di una distribuzione elettrica di equilibrio, conduce a provare o no l'esi- 
stenza di una funzione Y{x ^y^z) che renda minimo l'integrale W. 

Circa l'esistenza di questo minimo di W, è una quistione di cui dovremo 
occuparci largamente in seguito ; il Liouville ha però dimostrato rigorosamen- 
te (') che se una distribuzione di equilibrio esiste^ essa è unica. Ma intanto 
ecco come, dal problema della distribuzione elettrica provengono due diversi 
quesiti. 

lo dato un sistema di conduttori; sedi di determinate distribuzioni ; esiste 
una distribuzione di equilibrio? 

2o qual' é questa distribuzione [ unica (Liouville) ] ? 

Al teorema che , in risposta al primo quesito, afferma in ogni caso 1' esi- 
stenza di una soluzione del problema; si dà il nome di teorema di esistenza o 
principio di Dirichìet, detto anche dagl'inglesi principio di Thomson. 

Al problema per cui, in risposta al secondo quesito, si cerca la forma ana- 
litica della soluzione; si dà , specialmente in Francia , il nome di problema di 
Dirichlet. Ma poiché, come si dovrà fra poco riconoscere, questo nome non ha 
nessuna giustificazione storica {*) , noi ; seguendo la terminologia oggi usata in 
Germania, chiameremo genericamente problema dei valori al contomo [Rand- 
werthaufgabe (Harnack, Petersen, Klein, Meyer, Burckhardt, Korn , ...) ] il pro- 
blema onde si ricerca la funzione armonica di un campo, quando siano soddi- 
sfatte (per la funzione o per le derivate) certe condizioni prescritte sul con- 
torno del campo. E più precisamente, diremo primo problema dei valori al con- 
torno (*) il problema pel quale occorre dunque trovare la funzione armonica 



(*) Duhem, loc. cit. t. I p, 127. 

(*) Duhem, loc. cit. t. I, p. 134. 

(') Liouville, Nota in aggiunta alla Memoria di Ghasles: ^ Addition à la con- 
naissance des Temps pour 1845 ^. 

(♦) Cfr. Burkhardt e Meyer, " Potentialtheorie „ § 17. 

(') Per la classifìcaziooo dei problemi dei valori al contorDO, riferentW, oltreché 
all' equazione ^|U=o, anche air equazione più generale A^u-f k*u=0; ved. F. Pockels, 
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di un certo campo , dati i valori della funzione sul contorno del campo. Di 
questo problema è caso particolare il problema elettrostatico , in cui la funzione 
armonica cercata deve ridursi ad una costante sul contorno. 

8. Nella teoria del magnetismo (*j si presenta la quistione : dato un ma- 
gnete, è possibile di distribuire su tutta la sua superficie , uno strato di fluido 
magnetico fittizio, in guisa che la funzione potenziale dello strato sia eguale, 
in ogni punto del campo magnetico, alla funzione potenziale del magnete dato? 
Si dimostra che, in ogni caso, la distribuzione superficiale equivalente al ma- 
gnete è unica. Per cercare di determinarla, occorre riflettere che , allorquando 
il magnete è dato, Tesperienza permette di calcolare in ogni punto del campo 
magnetico, le derivate parziali della funzione potenziale magnetica e quindi la 
derivata di questa funzione secondo la normale alla superficie del magnete. Si 
ha cosi il secondo problema dei valori al contorno : trovare la funzione armo- 
nica di un certo campo, essendo dati i valori delia derivata normale della fun- 
zione sul contorno del campo. Questo problema suol distinguersi talvolta col 
nome di problema derivato di Dirìchlet (*) o col nome di problema idrodina- 
mico , giaccbè esso è anche la traduzione analitica di alcuni problemi che si 
trattano nello studio del moto dei fluidi, fra i quali quello celebre del Bjerk- 
nes (*). 

9. Si sa infine, dalla teoria del calore (*), che nei corpi omogenei ed iso- 
tropi, i problemi relativi alle temperature variabili, (nei quali, cioè, la tem- 
peratura u è funzione , oltre che delle variabili geometriche x ,y , z , anche 
del tempo t ) dipendono da tre equazioni di cui la prima è V equazione in- 
definita -^ = à^ A,w ; e , delle altre due equazioni definite , V una contiene 

vU 

una funzione lineare di w e ^ , ed è relativa ai soli punti della superficie del 



< tTber die partielle Differentialgleichung AjU+k^u^o, und deren auftreten in der 
mathematischen Physik „ Leipzig, 1891, Il primo problema dei valori al contorno è 
detto spesso anche «e problema classico di Dirìchlet :>• 

(•j Duhem, loc. cit. t. II Cp, IV, 

(*) Duhem, loc. cit. t. II, Cp. IV e V, Cfr. anche A. Tauber: " Ùber das Po- 
tential einer Doppelbelegung „ ( Monatschefte fiir Mathematik und Physik , VIII 
Jahrgang, 1897, pp. 79-86). Per il caso di due variabili, il problema derivato si ri- 
conduce al problema classico di Dirìchlet, Ved. Duhem, loc. cit. t. Il Cp. V. 

(') Bjerknes, " Sur le mouvement simultané de corps sphériques dans un fluide „ 
Christiania 1871 , Cp. II, § 2; " Recherches hydrodynamiques „ Acta Mathematica, 
t. IV 1884, pp. 121-170, Cfr. anche E. Beltrami, « Sui principi fondamentali del- 
l' idrodinamica razionale :». (Memorie dell' Accademia delle Scienze deir Istituto di 
Bologna, anni 1871-72-73-74 e specialmente ved. la nota alla fine del § 24). Cfr. 
ulteriormente: Burkhardt e Meyer, " Potentialtheorie „ § 17. 

(*) Pourier, « Théorie analytique de la chaleur » e " Oeuvrea j, 1. 1. 

VOL. XL. 7 
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corpo, Faltra fa conoscere lo stato termico iniziale del corpo , (cioè per i = 0). 
Ora, se si suppone che la temperatura, variabile da punto a punto nel corpo, 
sia invariabile in uno stesso punto , allora u non dipende più da ^ ed è una 
funzione armonica : delle tre mentovate equazioni V ultima scompare e la tem- 
peratura u deve soddisfare air equazione l^u = e air altra relativa alla su- 
perfìcie. Si ha quindi il cosìdetto problema delle temperature stazionarie, o, più 
generalmente il terzo problema dei valori al contorno (•) : determinare la fun- 
zione armonica di un certo campo, essendo dati sul contorno del campo, non 
già i valori della funzione, né quelli della derivata normale, ma i valori della 

av 

combinazione lineare di quelle due quantità V + A ^ (A costante). 

§ S II problema di Green, 

10. Dal punto di vista storico, il problema dei valori al contorno equivale 
al cosidetto problema di Green (*) (1828), come già mostrò il Riemann ('). 

Si abbia uno spazio chiuso 8 : sia M {x ^ y j z) un punto mobile dentro S ; 
sia un punto fisso , parimente interno ad S ; diciamo r la distanza OM. Si 
chiama funzione di Green , la funzione G(oe , y , z) che soddisfa alle condizioni 
seguenti : 

lo entro S soddisfa all'equazione Aj^^^ì 

2o sul contorno di S è dapertutto = 0; 

3" all'interno di S , G è finita e continua (con le due derivate) , tranne 
per ?• = ; cioè quando il punto M cade in ; 

40 se S è a tre dimensioni, la diff'erenza G è finita e continua per 

r 

r =: 0; se S è a due dimensioni , la diff'erenza G — logr resterà finita e conti- 
nua per r = (*). 

(*) Dini, " Sulla integrazione della equazione 42U=o „ (Annali di Matematica, 
Serie II, t. V, (1871-73), pp. 305-345). 

(-) Green, « An essay on the application of mathematica! anal3'sis to the theones 
of electricity and magnetism » Nottingham (1828), art. 5. (Mathematical Papers of 
the late George Green, edited by N. M. Ferrers, London, 1871, p. 31). Cfr. Ba- 
charach, loc. cit. § 9); Duhem, loc. cit. t. I p. 145. 

(^) Riemann, « Schwere, Elektricitat und Magnetisnuis » (nach den Vorlesungen 
von Bernhardt Riemann, bearbeitet von Karl Hattendorf (Hannover, 1876), p. 142). 

(*) Poincaré, " Sur les óqnations de la Physique mathématique „ (Rendiconti 
del Circolo matematico di Palermo, t. Vili, (1894), p. 62)*, Duhem, op. cit, t. I cap. 
VI. Per le proprietà relative alla funzione di Green, consultare anche Riemann, 
" Schwere, Elektricitat, . . . „ § 23; C. Neumann , " Untersuchungen . . . „ Cap. IX; 
Bacharach, op. cit. § 12, con accurata e ricca bibliografia; Pockels, « Partielle Diff. 
gleich .... » p. 249 ; Harnack , " Die Grundlagen der Theorie des Logarithmischen 
Potentiales „ § 23 e seg. ; Poincaré, " Théorie du potentiel „ , Cap. IV; Weber, 
<c Partiellen DiflF-gleichungen y> Cap. XI e Cap. XIII. 
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La funzione G è completamente individuata da queste condizioni. Orbene 
il Green si proponeva di risolvere il seguente problema: « distribuire le masse 
elettriche, situate entro lo spazio 8 , sul contorno o di questo spazio , in guisa 
che il potenziale dello strato risultante esercitasse in ogni punto esterno a g la 
stessa azione delle masse date » (problema di GTeen)\ e il Green dimostrò che 
la risoluzione di questo problema si riduceva alla determinazione della funzione 
G per lo spazio S. 

Osserviamo che la differenza G -Tè una funzione armonica del cara- 

r 

pò S, la quale sul contorno a assume il valore , se S è a tre dimensioni. 

r 

Per un campo a due dimensioni, la differenza G - log r = X è armonica in tutto 
il campo e sul contorno assume il valore -- log r. 

Ora assumiamo un punto interno a o come polo; se U e V sono due fun- 
zioni armoniche del campo S, e Vo indica il valore di V nel polo, ha luogo la 
formola di Green (V 



4.Vo = f(v^?^-U?^')5c, 
; \ dn cn 



n indicando la normale air elemento da, diretta positivamente verso T interno 

del campo. Poniamo U = G = P H ; dalla precedente formola si ricava 

r 

Questa formola mostra che si possiede la soluzione del problema dei valori 
al contorno per lo spazio S, ove si sappia determinare la funzione di Green G, 
per la superOcic a, relativamente al polo 0. Recìprocamente, se si sa determi- 
nare G, si conosce subito r e il problema dei valori al contorno è risoluto per 
lo spazio S. 

11. Il Green non dedusse resistenza della funzione G con considerazioni 
matematiche, ma con considerazioni fisiche (*): Gè eguale al potenziale di 
una massa (elettrica) + 1 , situata in un punto (a , 6 , e) più il potenziale della 
distribuzione che (a , b , e) induce sulla superficie del campo, messo in comuni- 
cazione col suolo. Per campi a due dimensioni la funzione dì Green si può con- 
cepire come il potenziale della corrente elettrica stazionaria che si stabilisce 
quando il punto (a , b) funge da elettrodo positivo e Tintero contorno del campo 
da elettrodo negativo, mentre è mantenuto al potenziale zero. 



(') Green, " An assay . . . „ art. 4 (Mathematica! Papera . . . p. 36). 
(») Cfr. Burckhardt e Meyer, « Potentialtheorie „ § 18; Pockels, " Diffgleich. 
p. 250. 
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È importante notare che la formola di Green fa conoscere il valore di V 

'óY 
in un punto qualunque del campo S, quando siano noti i valori di V e - — sul 

cn 

contorno. Quindi il problema dei valori al contorno sarebbe risoluto da quella 

ùY 

formola se i valori di V e — fossero fra loro indipendenti. Ma poniamo , ad 

es. , U = — , e immaginiamo si tratti del campo esterno a o, talché abbiamo : 
r 




Ora, se riguardiamo l'integrale a primo membro come un potenziale di 

doppia distribuzione, di cui il momento è V e il secondo integrale come un po- 

dY 
tenziale di semplice distribuzione con densità eguale a - — , e se inoltre con- 

Oìl 

sideriamo le superficie di livello definite da questi due potenziali , i valori di 

questi coincideranno solo lungo le linee intersezioni delle superficie di livello e 

non in tutti i punti del campo esterno a e , come vorrebbe 1' ultima formola 

dY cY 

se V e r — fossero fra loro indipendenti. Dunque V e 7 — sono dipendenti Tuna 

dall'altra sul contorno ; ecco perchè la formola di Green non risolve il proble- 
ma dei valori al contorno che nel caso della sfera (e del cerchio) in cui è fa- 
cile l'eliminazione della derivata normale ('). 

12. Anche per il problema idrodinamico sì può provare l'esistenza di una 
funzione r, che ha lo stesso ufificio della funzione G nel primo problema dei va- 
lori al contorno: F. Neumann (*) ha introdotta questa funzione r, ch'egli de- 
nomina funzione caratteristicaj ed alla quale corrisponde una funzione analoga 
per campi piani (•"'). 

Una terza funzione di Green si può adottare per la trattazione del terzo 
problema dei valori al contorno, sia per campi a tre dimensioni sia per campi 
piani (*). 



(*) Ved., ad es., Picard, " Traitó d' Analyse „ t. I p. 147. 

(*) r. Neumann , " Vorlesungen Ubar das Potential „ iherausgegeben von C. 
Neumann) Leipzig 1887, Gap. XI, § 5. Cfr. anche Dini, " Su una funzione analoga 
a quella di Green „ (Atti della R. Accademia dei Lincei , Serie II , t. 3** , 1876 , 
p. 129). Ved. altresì Pockels, loc. cit. p. 252. 

('*) Klein , " Riemann' schen Funktionentheorie „ (Mathematische Annalen, t. 21 
(1882) § 9). Cfr. Pockels, " Partielle Differentialgleichungen . . . „ p. 254. 

^*; Ved. Pockels, loc. cit. p. 255 e p. 286. 
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§ 4. 22 teorema della media di Gauss, 

13. Dal punto di vista logico il problema dei valori al contorno è una go- 
neralizzazione del teorema della media (') di Gauss: 



'0 



= -Uf 



V.= -— \do 



ìt:B}} 



a 



cioè: « il valore che possiede il potenziale di quante si vogliano masse situate 
faori di una sfera (di raggio R) nel centro di questa, è eguale alla media arit- 
metica dei suoi valori sulla superficie o della sfera >. Questo teorema, (la cui de 
nominazione di « teorema della media » è dovuta a C. Neumann (')), conduce na- 
turalmente a formulare il quesito: 

< data ad arbitrio una successione di valori finiti e continui sul contorno 
d'un campo, esiste una funzione armonica del campo stesso, la quale assume la 
proposta successione di valori sul contorno del campo ?» E questo è precisa- 
mente il problema da noi denominato « primo problema dei valori al contorno ». 

14. Dal teorema della media discendono alcune conseguenze che sono fon- 
damentali per la teoria delle funzioni armoniche. 

Una funzione armonica , entro il campo in cui essa è definita , non può 
acere né massimi né minimi. Tuttavia, poiché la funzione è continua in tutto il 
campo, i suoi valori debbono occupare un certo intervallo di variabilità; segue 
che i massimi e i minimi di una funzione armonica debbono stare sul contorno 
del campo. Ora, la successione dei valori al contorno essendo finita e continua, 
vi deve essere, sul contorno, un punto in cui la funzione presenta un massimo M 
ed un punto in cui presenta un minimo m. Dunque , in un punto generico del 
campo, il valore della funzione è sempre maggiore di m e minore di M. 

Segue ancora che se in una porzione del campo , la funzione armonica ha 
un valore costante, essa è costante, e con lo stesso valore^ in tutto il campo. 

Infine, se due funzioni armoniche prendono gli stessi valori sul contorno del 
eampoj esse prendono valori eguali in tutto il campo, cioè coincidono. 



(') Gauss, " Allgemeine Lehrsfttze in Beziehung auf die im verkehrten Verh- 
altnisse des Quadrats der Entfernung wirkenden Anziehungs und Abstossungs- 
Krftfte„ § 20 (Werke, t. V, pp. 197-242). 

(-} C. Neumann , ^ Revision einiger allgemeiner Satze aus der Theorie des 
Newton' schen Potentials ^ (Mathematische Annalen, t. Ili, (1871) pp. 424-434, § 2). 
Cfr. ulteriormente C. Neumann, " Untersuchungen tiber das Log. und Newt. Pot. „ 
Leipzig (1877) , pp. 24-26, 72, 96-101; Bacharach , < Abriss der Geschichte der 
Potentraltheorie » § 8. 
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§ 5. Il metodo delle « immagini elettriche » di TT. Thomson, 

15. W. Thomson, con il suo metodo delle immagini elettriche C) ha mostrato 
come dalla soluzione di certi problemi di fìsica-matematica, si possa dedurre la 
soluzione di altri problemi più difficili a trattarsi direttamente. Questo metodo 
è di grande importanza per la soluzione del problema dei valori al contorno ('). 

Sia un punto fisso ed M un punto generico di una figura S: tiriamo OM 
e sulla retta OM fissiamo un punto M' tale che ÒM-OM' = k. Il punto M' è detto 
dal Thomson immagine di M; il luogo del punto M' è una figura S', immagine di S. 
La parentela geometrica fra i punti M ed M' è quella della trasformazione per raggi 
vettori reciproci: nella trasformazione i soli punti che restano fissi sono quelli per 
i quali OM =k\ tutti gli altri punti sono spostati. Ogni piano per si trasforma 
in so stesso; ogni altro piano è mutato in una sfera passante per e, recipro- 
camente, ogni sfera passante per Torigine, si trasforma in un piano. Segue che 
una retta, intersezione di due piani, si muta nella intersezione di due sfere, cioè 
in un circolo. Le linee di curvatura di una superficie si mutano, per eff^etto della 
trasformazione, nelle linee di curvatura della superficie trasformata. 

Ma la proprietà più notevole di questa trasformazione è che un triangolo 
infinitesimo della figura primitiva S, è simile al triangolo corrispondente della 
figura trasformata S'; quindi S\ nei suoi elementi infinitesimi, è simile ad S , o 
alla simmetrica di S, secondo che k^ o. Questa proprietà si esprime dicendo 
che lo spazio (M') è una rappresentazione conforme dello spazio (M). 

Da queste leggi geometriche del principio delle immagini del Thomson, se- 
gue che la funzione potenziale V, che un sistema di masse genera nei punti di 
un certo spazio, si trasforma nella funzione potenziale V generata dal sistema 
di masse corrispondente nei punti dello spazio corrispondente; talché se V è ar- 



(*) Ved. Journal de Liouville, t. X. (1845) p. 364 : lettera di W. Thomson a 
Liouville; Cambridge, 8 ottobre 1845. Ved. ancora: Journal de Liouville, t. XII, 
(1847), p. 256; lettera di W. Thomson, Cambridge, 26 giugno 1846. Infine, Journ. 
d. L. t. XII (1847) p. 265 : nota di Liouville riguardo la lettera precedente. Cfr. 
Bacharach, " Abriss... „ § 14; Burkhardt e Meyer, ** Potentialtheorie „ § 16. 

(') Fra le tante applicazioni della trasformazione per raggi vettori reciproci , 
si veda quella stessa che ne fa il Thomson (nella citata lettera al Liouville) per 
risolvere il problema della distribuzione dell* elettricità in un conduttore avente la 
forma di una calotta sferica. (Journ. d. L. t. XII, 1847, p. 243). Cfr. Duhem, op. 
cit. t. I, p- 210; Mathieu, " Théorie du potentiel ^ t. II, p. 83. Si veda altresì re- 
legante applicazione del Beltrarai , per la determinazione dell' equilibrio elettrico 
sopra una calotta sferica e la deduzione delle funzioni associate d'ogni distribuzione 
simmetrica sulla medesima calotta. (E. Beltrami, *^ Sulle funzioni associate e spe- 
cialmente su quelle della calotta sferica „, Memorie della Accademia delle Scienze 
deir Istituto di Bologna, Serie IV, t. IV, 1882, pp. 211-246). 
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monica entro lo spazio S , V è armonica all' esterno di S', e si ha il teorema : 
« Se si sa risolvere il problema dei valori al contorno per lo spazio Interno od 
esterno a una superfìcie e, lo si sa risolvere anche per lo spazio esterno od in- 
terno alla superficie o\ che è la trasformata di o per raggi vettori reciproci (*> ». 

16. La possibilità di dedurre , col principio del Thomson, da una funzione 
potenziale data, altre funzioni potenziali, dipende dalla proprietà suaccennata di 
cui gode la trasformazione, cioè di conservare la similitudine nelle parti infini- 
tesime. Ora, nel piano, esistono infinite trasformazioni geometriche, oltre quella 
per raggi vettori reciproci , che conservano la similitudine delle parti infinite- 
sime; quindi la trasformazione del Thomson, nel piano, non è che una partico- 
lare trasformazione fra le tante che permettono dedurre da una funzione poten- 
ziale, un' altra funzione potenziale. Ma nello spazio a tre dimensioni non è più 
cosi: qui la trasformazione per raggi vettori reciproci presenta le medesime pro- 
prietà che qualunque rappresentazione conforme possiede nel piano; però essa è 
la sola trasformazione che gode di tale proprietà. Difatti , se ci proponiamo di 
trovare delle formolo di trasformazione in tre variabili, che permettano la rap- 
presentazione conforme di uno spazio (M) su uno spazio (M'), le formolo che ot- 
terremo esprimeranno una trasformazione per raggi vettori reciproci. 

Questo notevole risultato è dovuto al Liouville (*) , il quale ha dimostrato 
che, nello spazio euclideo, la predetta trasformazione è la sola (se si eccettua 
la trasformazione lineare) che conserva la somiglianza delle parti infinitesime. 
Tale risultato, più recentemente, è stato piecisato dal Painlevé ('), nel seguente 
teorema: «È, in generale, impossibile di rappresentare in modo conforme uno 
spazio (M) su uno spazio (M'): la rappresentazione è possibile solo se (M') può 
edsere ottenuto da (M) con una trasformazione per raggi vettori reciproci ». 

17. Quando si vuol stabilire il problema dei valori al contorno per il campo 
esterno ad un contorno dato, interviene una differenza fra il modo di porre quel 
problema nel piano e il modo di porro lo stesso problema nello spazio. Difatti, 
sia ^(XyV) la funzione potenziale relaiva ad un'area C; sia V(a5', y') la fun- 
zione potenziale dell' area C, ottenuta con la trasformazione per raggi vettori 
reciproci 



\') Per tutto quanto riguarda il principio dello immagini del Thomson, ved. 
anche Betti, « Teorica delle forze newtoniane ^ p. 107 e, altresì, Duhem, op. cit. 
pp. 208-209. 

(*) Liouville , Nota VI alla geometria di Monge (edizione 1859) ; ved. Betti , 
op. cit. p. 115. 

l') P. Painlevé, " Sur la transformation des fonctions V (CC^y^z) qui satisfont à 
réquation AjV=0 j^ (Travaux et mémoires des Facultés de Lille, t. I, 1889, § 1). 
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Risolvere il problema esterno pev V area C vuol dire risolvere il problema i/i- 
terno per l'area C. Ora, aflfinchè la funzione Yix' , y') sia monodroma, finita e 
continua per tutti i punti di C , occorre che il punto x' = , y' = sia un 
punto ordinario della funzione stessa; quindi è necessario che la funzione V(a; , y) 
sia regolare air infinito. Talché il problema esterno nel piano si enuncierà: « tro- 
vare una funzione armonica nello spazio esterno al campo C, regolare air infinito 
e che assuma sul contorno di una data successione di valori y>. 

Nello spazio a tre dimensioni, invece, quando alla funzione V(ac , y , «), Ar- 
monica nel campo S, si applica la trasformazione 

r* r* V* 

sì ottiene come funzione armonica del campo S' la funzione - V(a:' , y' , z'}, la 

r 

quale si annulla per r^oo. Quindi il problema esterno nello spazio sarà posto 
così: «trovare una funzione armonica air esterno di un campo dato^ che as- 
suma sul contorno del campo una proposta successione di valori, e si annulli 
air infinito (') ». 

18. La trasformazione del Thomson e i principi del § 3, permettono di sta- 
bilire immediatamente il teorema di esistenza per la sfera e il cerchio. 

Consideriamo una sfera di centro e di raggio a: sia A un punto qualun- 
que interno alla sfera (punto che assumeremo come polo) ed A, il punto imma- 
gine del polo, in guisa che si abbia: 

OA.OA,= a«. (1) 

Dette r ed r' le distanze di un punto generico M della sfera, rispettiva- 
mente da A e da A, , ha luogo la ben nota relazione: 

^ = ^ (2) 

r' a ^ ' 

Ora, per costruire la funzione di Green relativamente al polo A, bisogna co- 
minciare a costruire quella funzione F, armonica in tutto l'interno della sfera, e 

che assuma, sulla superficie , il valore - - : questa funzione è, evidentemente: 



(') Per più ampia illustrazione di questo punto, consultare Picard, '^ Trai té 
d' Analyse „ t. II, p. 59. 
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l OA 
giacché, per i punti della superficie si ba — = — ;-. Dunque la funzione di Green, 

per la sfera, è cosi definita (ved. § 3): 

r OA ^' 



Si riconosce che, nel caso della sfera, la funzione G è il potenziale di due masse: 

d 
runa eguale all'unità e situata in A, l'altra eguale a - rz=, ossia (per la (1) ), 

OA 



V OA 



e collocata in A,. 



Applicando la forraola di Green (§ 3) , per U = G , e , tenuto conto della (1), 
si ha: 



^--hjjKii-à^)''' 



v„ = 



dove V, designa il valore di V nel polo A. Eseguiti i calcoli ('), e posto OÀ = p, 
viene : 



^-ikl/-;-'^'- ('^ 



L'integrale a secondo membro è il cosiddetto integrale di Poisson (^). 

OA 
Per il cerchio la funzione di Green è G = log r - log — r', e si ha: 

a 



^0 = ir- V r-^ d8. 



(4) 



Le formole (3) e (4) danno il valore della funzione V in un punto interno, 
rispettivamente ad una sfera e ad un cerchio, in funzione dei valori assegnati, 
per la medesima funzione V, sul contorno. 



(*) Ved. Picard, loc. cit. t. I p. 147 e t. II p. 15. 

(*) Il Poisson dà V integrale (3) nel " Journal de V École Polj^technique „ 
Cahier 19 (1823J p. 150 e l'integrale (4) nel medesimo periodico, Cahier 18 (1820) 
p, 422. Cfr. Burkhardt e Meyer, op. cit. § 19. 

VCL. XL. 8 
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§ 6. Dimostrazione del teorema di esistenza data da Gauss, 

19. Il primo tentativo di dimostrazione del teorema di esistenza, ossia del 
Principio di Dirichlet, si trova in una memoria del Gauss, letta il 9 Marzo 1840 
alla Società Reale di Gottinga (*). Il Gauss si propone ivi di risolvere il seguente 
problema (problema di Gauss): « data una superficie o, contenente nel suo interno 
delle masse di cui la funzione potenziale è U, trovare una semplice distribu- 
zione su C; in guisa che il potenziale V dello strato risultante, sia eguale ad IT 
in ogni punto della superficie o ». Il Gauss così affronta direttamente il pro- 
blema che il Green (per il caso di masse elettriche) , risolveva con la fun- 
zione G (*). 

La dimostrazione della possibilità del problema su enunciato, e che il Gauss 
presenta nel § 31 della citata memoria, offre un punto dubbio. Immaginiamo si 
tratti di una distribuzione omogenea (*} della massa M , e sia m la densità pò- 
sitioa neir elemento da della superficie; V sarà positiva in ogni punto di a e sarà, 
quindi positivo l'integrale 

I Vmda, 
il quale deve perciò essere limitato inferiormente. Inoltre la quantità 

2l!mda 






non può mai diventare inferiore a — 2aM, se a è il più grande valore di U su e; 
quindi V integrale 



Q = f {Y''2\J)mda 



(') Gauss, « Allgemeine Lehrsatze . . . » (Werke, t. V p. 197). Questa memoria 
si trova^ tradotta iu francese, nel Journal de Lloiiville, t. VII, 1842. 

(*) Il Gauss, non aveva conoscenza della memoria dei Green " An essay...„, 
almeno fino al 1840. Cfr, Bacharach, op. cit. § 7. 

(•') Il Gauss, nel § 29 della sua memoria « Allgemeine Lehrsfttze.. .», definisce 
cosi le distribuzioni omogenee ed eterogenee. Quando una massa M è distribuita su 
una superficie a, in guisa che Telemento do ne contiene una porzione mdfSj si dice 
che la distribuzione è " omogenea „ se w è dovunque positiva , o almeno non è 
mai negativa. Se m è positiva in certi luoghi e negativa iu altri , allora la distri- 
buzione è ** eterogenea „. Nel primo caso T integrale J^wii? dà la massa M; nel 
secondo caso dà il valore assoluto della differenza fra la somma delle masse posi- 
tive e la somma delle masse negative. 
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è par esso limitato inferiormente. Allora, dice il Ganss, poiché con la diversità 
della distribuzione omogenea della massa M, Q paò assumere valori diversi deve 
evidentemente esistere un valore minimo deìV integrale per una sola distribu- 
zione di tale specie. Se si ammette questo , si dimostra senza difficoltà , col 
Gauss : 

l.o che per la distribuzione la quale rende minimo l'integrale 0, la dif- 
ferenza V — U è costante in tutte le parti della superficie e, che contengono por- 
zioni della massa M; 

2.0 che se vi sono parti di o che restano scoperte , V — U deve essere 
maggiore, o, almeno, non può essere minore di quel valore costante. 

Il Gauss poi , nel § 32 , applica i risultati precedenti al caso di U = , e 
dimostra: 

3.0 che nel caso speciale di U = , in una distribuzione omogenea della 
massa M, nessuna parte della superficie può restare scoperta di masse, e che il 
potenziale ha valori eguali in tutti i punti della superficie , la quale è dunque 
una superficie di livello. Questa distribuzione prende il nome di distribuzione 
naturale, (natiirlìche Belegung (*) ) e, per il caso di masse elettriche, essa si sta- 
bilisce su un conduttore carico, abbandonato a sé stesso. 

Per una distribuzione omogenea , V esistenza del minimo delT integrale U 
non è più evidente. Il Gauss allora adotta una dimostrazione più complicata, 
per arrivare (nel § 33 della mem. cit.) ai risultati espressi dai teoremi 1 e 2. 

20. E Mathieu (*), studiando la dimostrazione del Gauss, fa vedere che l'e- 
quazione V — U = sussiste in ogni punto della superfìcie , se la massa è arbi- 
traria, e r equazione V — U = costante si verifica quando la massa è data. Dip- 
più mostra che queste equazioni corrispondono sempre ad un minimo di Q, ciò 
che il Gauss non prova. Infine verifica che l'integrale 

I YmdG 

è sempre positivo quando si prende per a una sfera dì raggio a, servendosi del 
noto sviluppo di m per funzioni di Laplace. 

§ 7. Dimostrazione di W, Thomson. 

21. Il procedimento seguito dal Gauss, fondato sulla asserita esistenza del 
minimo di un integrale, fu seguito successivamente dal Thomson, dal Dirichlet 
e dal Riemann, per la prova del teorema di esistenza \^), 



(*; C. Neumann, ^ Untersuchungen tìber das Log. und New. Pot. „ p. 71. 

(*) E. Mathieu, « Réflexions au sujet d* un théorème de Gauss sur le potentiel » 
(Borchardt's Journal, t. 85*, 1878, p. 264). 

(^) L'idea primitiva del Principio di Dirichlet, cioè di dedurre l'esistenza di 
ana funzione dal fatto che un certo integrale , con elementi tutti positivi , debba 
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Il Tbomson enuncia il seguente teorema (*}: 

« È possibile trovare una funzionj Yix, y y z) , che si annulla per i valori 
nfinita mente grandi di a?, y, z^ e soddisfi all'equazione: 

A,V = 0, 

per tutti i punti esterni ad una superficie cliiusa a, con la condizione 

3V „ 

dove F è una funzione arbitraria delle coordinate di un punto su e, e da è Te- 
leraento della normale esterna alla superficie in quel punto ». 
Per la dimostrazione il Thomson considera Tintegrale 

relativo allo spazio esterno a o, ed osserva che, fra tutte le funzioni V che sod- 
disfano alla condizione 



f t)V 



dove A è una quantità qualunque, esiste una funzione V tale, per cui Vintegrale 
Q è un minimo. 

Una funzione V così determinata soddisfa alle equazioni 

av 

A.V = 0, e _=.cF, 

c essendo una costante che varia proporzionalmente ad A. Prendendo A in guisa 
che risulti e = 1 , il teorema resta dimostrato (*). 



possedere un minimo, si trova già in Green, nella sua memoria ^ On the attraction 
of Ellipsoids „ (Transactions of the Cambridge Ph. Soc. 1835; Green' s Ma th. Papera 
pp. 192-194). Cfr. Pockels, op. cit. p. 246. 

{*) W. Thomson: "Note sur une éqiiation aux différences partielles „ (Journal 
de Liouville, t. 12o, 1847, p. 493). 

(*) Come si vede, la dimostrazione del Tbomson si riferisce al teorema di 
esistenza, relativo al secondo problema dei valori al contorno. Ma il Thomson si è 
anche servito del principio di Dirichlet per dimostrare il teorema di esistenza , 
relativamente al primo problema dei valori al contorno. Ved. Pockels , loc. cit. 
p. 246), 
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§ 8. Dimostrazione di Lefeune-DiricfUet. 

22. Il Dirichlet non ha pubblicato nulla intorno al Principio che prende il 
suo nome; ma è noto che egli si serviva di tal Principio nelle sue lezioni sulle 
forze che agiscono in ragione inversa dei quadrati delle distanze. Difatti il 
Grube (') ha raccolto e pubblicato le lezioni del suo maestro ; e , nel capitolo 
« allgemelne Probleme und Sfttze in Bezug auf cine mit Masse belegte Flftche » 
(p. 127) si trovano V enunciazione e la dimostrazione del teorema di esistenza. 

Il Dirichlet si propone, innanzi tutto, di provare che, sulla superfìcie che 
limita un certo spazio, è sempre possibile una distribuzione di materia tale che 
il potenziale risultante abbia un valore prescritto in ogni punto della superfi- 
cie. La possibilità di siffatta distribuzione è riposta dal Dirichlet nel teorema 
seguente: 

(Principio di Dirichlet) Esiste sempre, per qualunque campo S, limitato da 
una superficie o, una e una sola funzione V(x, y z) la quale è continua con le sue 
derivate del 1^ ordine, nelV intemo di S soddisfa alV equazione A^V ~ , ed in 
ogni punto della superficie si riduce eguale ad un valore assegnato. 

Il Dirichlet asserisce che « il problema di trovare la funzione V non si sa 
risolvere » , ma si può parlare solo di dimostrazione deir esistenza della mede- 
sima. Ora, la dimostrazione esibita dal Dirichlet offre due punti dubbi, che io 
sottolineerò. 

Esistono, evidentemente, infinite funzioni u(x, y, z\ continue esse e le deri- 
vate del 1^ ordine, nello spazio S, e che assumono, sulla superficie g, valori dati 
ad arbitrio. 

Posta questa asserzione, (certo non legittima), il Dirichlet ne fa un'altra: 

Fra le infinite funzioni u(x, y, z), ve ne sarà tma almeno, v(x, y, z) , tale 
che V integrale'. 



-l.[G^)'-©^(ì)>. 



sia un minimo. 

Se si ammettono questi due punti, il Dirichlet dimostra che: 

l.o la funzione v che rende minimo l'integrale U, soddisfa dovunque, in 
S, all'equazione ^2^ = 0; 

2.0 se fra le funzioni u, vi è quella che soddisfa, entro S, all' equazione 
A2=0, quella rende necessariamente minimo V integrale U; 

3.0 r integrale U è suscettibile di un solo minimo , cioè la funzione v è 
unica. 

Si riconosce dunque che la dimostrazione del Dirichlet, per quanto ispirata 
a quella già riferita del Gauss^ lascia adito a critiche anche maggiori. 



(') P. G. Lejeune-Dirichlet, « Vorlesungen uber die im umgekerhten Verhaltniss 
des Qnadrats der Entfernung wirkenden Kriifte » (herausgegeben von F. Grube , 
I^eipzig, 1867). 
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§ 9. Dimostrazione di Riemann. 

23. Il Eieraann, nella sua « Dissertazione inaugurale » si propone di indi- 
viduare una funzione della variabile complessa (£r = a? f iy) , indipendentemente 
da qualsiasi espressione analitica, solo mediante certe condizioni a cui la fun- 
zione deve soddisfare; di guisa che l'espressione analitica della funzione stessa, 
diventa piti tosto il risultato che il punto di partenza della ricerca. Il Riemann 
applica questo concetto fondamentale (*) (seguito oggi dal Klein e dalla sua 
scuola), anche alla funzione ipergeometrica (*), che è soluzione di una partico- 
lare equazione differenziale lineare del secondo ordine , e (come si rileva dai 
suoi manoscritti) anche ad un tentativo di estensione alla funzione più gene- 
rale, definita da un' equazione differenziale lineare di ordine qualunque ('). 

Il Riemann stabilisce, nel § 19 della citata « Dissertazione », le condizioni 
necessarie alla determinazione di una funzione di variabile complessa ir = w 4- iv, 
all'interno di un'area semplicemente connessa. Egli enuncia così queste con- 
dizioni : 

la sono dati i valori di u in tutti i punti del contorno del campo, valori 
soggetti solo ad essere continui, del resto arbitrari ; 

2» in un punto qualunque del campo è dato, ad arbitrio, il valore di v ; 

3» la funzione v deve essere finita e continua, in tutti i punti del campo. 

24. Per dimostrare l'esistenza di una funzione «?, il Riemann fa uso di quel 
principio del quale, come si è visto (§ 8), si serviva il Dirichlet nelle sue lezioni. 

Sia T un campo connesso e T' il campo semplicemei\te connesso che si 
deduce da T con un certo numero di linee {tagli) trasversali. Siano a e f fun- 
zioni delle variabili reali x ,y , continue in T (tranne in un numero discreto 
di punti isolati), insieme alle loro derivate del 1® ordine, cosi che Tintegrale 



f r/ScL ^cj)^ (da jiyi 

jTl\dx dy) ^\dy^dx) J 



(*; Il Riemann^ in proposito , cosi sì esprime (nel § 20 della ^ Dissertazione 
inaugurale ^^ : ^ una teoria di queste funzioni (di variabile complessa) fondata sui 
principi qui introdotti , stabilirebbe 1' andamento della funzione (cioè il suo valore 
per ogni valore dell' argomento) indipendentemente da un metodo per determinare 
la funzione, mediante operazioni sulle grandezze; si perverrebbe alla definizione 
generale d' una funzione di grandezza di variabile complessa, aggiungendo soltanto 
i caratteri necessari per individuare la funzione particolare , e allora soltanto da 
questa teoria si passerebbe allo studio delle diverse^espressioui di cui la funzione 
è suscettibile. Il carattere individuale d' una classe di funzioni si presenta allora 
per queste funzioni sotto forma di condizioni relative al contorno e alle discontì 
nuità . . . . „ Ved. anche Simart, " Thése „ Paris, 1882, introduzione. 

(*) Riemann, ^ Werke „ 2» ed. § IV; ed. francese p. 41. 

(•'») Riemann, id. id. § XXI; id. p. 353. 
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abbia un valore finito. La funzione a + 1^ non è, in generale, una funzione della 
variabile complessa z ; orbene, secondo il Eiemann (*), il principio di Dirichlet 
consiste nel dimostrare che : 

< É sempre possibile di trasformare, e in un modo solo , la funzione a-f-i? 
delle variabili reali x , y, in una funzione della variabile complessa z , e ciò 
mediante V aggiunta di una certa funzione ;jl •{- iv delle x , y ^^e soddisfa alle 
cond izioni seguenti : ^^ 

1* |i è uguale a zero su tutto il contorno di T , tranne in punti isolati 
{in mumero discreto) ; v è data in modo arbitrario in un punto qualunque di T, 
2* le funzioni jx e v sono continue rispettivamente su T e T', tranne in 
punti isolati {in numero discreto) e ciò soltanto in modo che gV integrali 

ìxm^^n^ ' /j©'^(ip)> 

siano finiti. Inoltre le variazioni di v sono eguali lungo i due orli di una linea 
trasversale ». 

25. Per dimostrare il principio di Dirichlet, il Riemann adopera un ragio- 
namento (*) nel quale ricorre alla stessa considerazione del minimo di un in- 
tegrale, che abbiamo già vista nelle dimostrazioni del Gauss e del Dirichlet. 

Sia A una funzione delle variabili reali x , y, continua su T, tranne in punti 
isolati, (In numero discreto) e nulla sul contorno di T, in modo che l'integrale 



-fa0»(|)"]-. 



abbia un valore finito. Poniamo w = a + X •, Tintegrale 



=M(l^-S)'^(l^^§)']- 



resterà finito (poiché si ammette che L resta finito) , ed è positivo per tutte le 
funzioni X , mentre varia con continuità col variare di X ; dunque (dice il Rie- 
mann) per una almeno delle funzioni X , Vintegrale il raggiunge il suo minimo 
valore. 

Se si ammette questo punto, chiamando pi il valore di X per cui Ai è un 
mìnimo, e chiamando u il valore di w per X = p, talché w - a + ;jl , si dimostra 
col Riemann^ senza dìfiicoltà ('): 

!• che la funzione u è unica e quindi è unica anche la funzione pi; 



(') Riemann, " Dissertazione inaugurale „ § 18; Simart, ^ Thèse „ p. 71. 
(*) Riemann, " Diss. inaug. „ § 16; Simart, loc. cit. p. 72. 
(') Riemann, " Diss. inaug. „ § 17; Simart, loc. cit. p. 75. 
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2^ che risulta detcrminata, a meno di una costante additiva, una funzione 
V delle X , y, tale che, posto t; = g + v, risultano verificate le relazioni 

du ^dv ^ bu ^ dv ^ 

dx''dy'^ dy " ^ vx'^ 

perciò u-\-iv = {c^ [jl) f i (/5 + v) è una funzione della variabile complessa a?. 

26. Dimostrato il Principio di Dirichlet, rimane immediatamente determinata, 
entro un campo T, la funzione w -u \ iv che soddisfa alle tre condizioni su 
riportate (•). Difatti, per il Principio di Dirichlet, è sempre possibile determinare 
su T una funzione a + 1? delle variabili reali x , y tale che a ammetta, sul con- 
torno di T , gli stessi valori di t^ , e che , su tutta la superficie di T , per una 
variazione infinitesima della variabile, la corrispondente variazione di a + ig sia 
infinitesima dello stesso ordine. 

La funzione u può essere dunque data sul contorno di T, in generale, come 
una funzione affatto arbitraria dell'arco, e v risulta allora determinata in ogni 
punto del campo. Reciprocamente v può essere assunta in modo qualunque in 
tutti i punti del campo, e allora u risulta determinata senza ambiguità. 

Tenuta ragione delle proprietà delle funzioni u e Vy che il Eiemann stabi- 
lisce nei §§ 10 e 11 della <!c Dissertazione inaugurale :», risulta che la funzione 
w = u -\- iv è determinata in modo unico; quindi le tre condizioni su citate, sono 
anche sufficienti per la determinazione di una funzione di variabile complessa. 

27. Il Riemann, col Principio, di Dirichlet, mette sotto una luce affatto nuova 
lo studio della teoria delle funzioni, partendo unicamente dalle loro proprietà. 
Difatti, nel § seguente, vedremo come egli, col nominato Principio, deduca l'e- 
sistenza delle funzioni algebriche e dei loro integrali sopra certe superficie, me- 
diante alcune discontinuità prescritte per le medesime funzioni. Ed è in questa 
occasione che il Riemann denomina «Principio di Dirichlet» il teorema di esi- 
stenza, in omaggio al suo illustre maestro {^), Quanto al problema dei valori al 
contorno si vede che esso, per il caso di un' area piana, è posto dal Riemann 
stesso nel § 19 della sua « Dissertazione » e quindi , storicamente parlando , il 
nome di « problema di Dirichlet » non ha ragione di essere. Tutto al più sa- 
rebbe giustificato il nome di problema di Riemann, se da molti matemetici non 
fosse cosi chiamato il problema indicato più innanzi, cioè della determinazione 
di una funzione, in generale continua, conoscendo i suoi punti di discontinuità 
(ved. § 10). 



(•) Riemann, " Diss. inaug. „ § 17; Simart, loc. cit. p. 76. 

(*) Da vedere in proposito la memoria del Riemann « Theorie der Abel' schen 
Functionen » nelle « Werke » VI; anche nella edizione francese " Oeuvres complètes „ 
pp. 101 e 109. 
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§ 10. Il Principio di Dirichlet e la memoria sulle funzioni abeliane 

di Rlemann. 

28. Si è testé veduto qual sia V importanza capitale del Principio di Diriclilet 
per la teoria clie il Ricmann svolge nella « Dissertazione inaugurale ». Tuttavia, 
rai sia lecito affermare che il Principio di Dirichlet, forse, non avrebbe sollevato 
una polemica scientifica tanto viva e non avrebbe incitato i più illustri mate- 
matici deir ultimo trentennio alla ricerca di una dimostrazione messa su basi 
sicure , se il Riemann stesso non avesse fatto uso di quel Principio nella sua 
memoria sulle funzioni abeliane. Questo punto mi sembra meritevole di più am- 
pia illustrazione. 

Dopo che l'Abel ebbe iniziato, con tutta generalità, lo studio degrintegrali 
a differenziale algebrico (•), diventava legittimo il tentativo della inversione an- 
che di questi integrali d' ordine superiore. Lo Jacobi fu il primo a porre questo 
problema (^) ; però egli non risolse il «: problema della inversione » quantunque 
siano notevoli i suoi studi su questo argomento. Toccò di risolvere completa- 
mente il problema jacoblano d' inversione, quasi contemporaneamente, al Weier 
Strass ed al Riemann^ quest' ultimo con la memoria « Theorie der Aberschen 
Functionen » stampata nel 54o voi. del Giornale di Creile. Per comprendere tutta 
r importanza del Principio di Dirichlet , per la stessa ragion d'essere di questa 
classica Memoria, giova qui ricordare alcune nozioni. 

29. Una funzione algebrica a della z, si rappresenta analiticamente con una 
equazione F{8, z) = 0, di grado n rispetto ad s. Per* ottenere che, con una tale 
rappresentazione, a risulti funzione ad un sol valore (monodroma) di 2, basta fis- 
sare un valore z^ di z, e prendere come valore corrispondente di «, una delle n 
determinazioni di a, fornite dalla V(s, 2) = (')• Allora, se si stabilisce che, col 
variare continuo della z, i valori corrispondenti di s debbono essere quelli che 
succedono con continuità a Zg, la s viene determinata come una funzione mo- 
nodroma di 2, in un certo campo, per determinare il quale bisogna tener conto 
di quei punti z = a, per cui il valore corrispondente di s diventa radice multi- 
pla di F(«, z) = 0. In un intomo di a, si hanno due più rami della funzione s, 
i quali differiscono infinitamente poco dal valore di a in = a, e ognuno di essi 
dà un valore lecito per «. Il punto a è chiamato dal Riemann , un « punto di 
diramazione (*) ». 



(*) Abel, « Sur une proprióté generale d' une classe très étendue de fonctions 
trascendantes „ (Oeuvres coroplètes, t. I, p. 145). 

(') Jacobi, ^ Consideratìones generales de trascendentibus Abelianis ^ (Journal 
de Creile t. IX). 

(') Confronta Puiseux , « Recherches sur les fonctions algébriques ^ ( Journal 
de Liouville , t. 16<» , 1850) ; Casorati , ** Teorica delle funzioni di variabile com- 
piMioa ••• 

(*) Riemann, " Oeuvres complótes „ p. 91. 

VOL. 2CL. • 
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Il Riemann, per ovviare alla indeterminatezza della funzione 8 nei punti di 
diramazione^ ha ideato quelle superficie che oggi diconsi appunto « superficie di 
Eiemann » e che egli chiama T ('). La superficie T è formata di piani sovrap- 
posti, in numero eguale al grado dell' equazione algebrica in « e collegati me- 
diante linee di passaggio che si ottengono unendo, in un certo modo, i punti di 
diramazione e il punto « infinito ». 

Su una T la funzione 8 gode di due proprietà fondamentali: 1.* che su di 
essa è dapertutto monodroma: 2.» che può presentare solo delle singolarità (po- 
lari), in numero finito. 

Ciò premesso, che cosa è un « integrale abeliano » su una superficie di Rie- 
mann? 

Sia T la superficie corrispondente all' equazione algebrica F(8, z) = 0; ^(a,») 
una funzione razionale di 8, z\ V integrale 

w = / 9(8,z) dz 



J(»o.«<») 



è detto « integrale abeliano » appartenente alla curva F(«, z) = ('). Quando si 
vada da un punto (»p, z^ ad un punto («, «) della superficie , per due cammini 
differenti, i valori finali w e w?' dell' integrale possono differire solo per una co- 

(dw dw'\ 
essendo "3~ = "!"■)• ""' avere tutti i valori possibili dell' integrale abe- 
liano in un punto («, z), basta aggiungere ad uno di essi, multipli interi di certe 
costanti, le quali son dette dal Riemann «moduli di periodicità (*) >. Il numero 
dei moduli di periodicità è eguale a 2^ , se V ordine di connessione della T è 
2p + 1 j esprimendo 2p anche il numero delle linee (« tagli ») necessarie per ri- 
durre la T semplicemente connessa. 

Ora ogni integrale abeliano è appunto caratterizzato dai 2p moduli di pe- 
riodicità e, inoltre, dalle singolarità che esso può presentare o non sulla super- 
ficie, singolarità che danno luogo ad una distinzione di questi integrali in tre spe- 
cie (*) : «integrali di i^ specie » dovunque finiti su T; «integrali di 2* spedo 
con discontinuità polari (il più semplice degl' integrali di 2^ specie è il cosidetto 
« integrale elementare » con mi polo del 1© ordine) ; « integrali di 3» specie » 
con infiniti logaritmici , (il più semplice di questi integrali è 1' « integrale ele- 
mentare » con due infiniti logaritmici). 

30. Fissate bene queste proprietà caratteristiche degl' integrali abeliani , il 



(*) Riemann, ^ Dissertazione inaugurale 7, § 5. 

(*) Cfr. Appell et Goursat , « Théorìe des fonctions algébriques et de leurs 
intégrales 3> , Gap. V. 

(•) Riemann, " Theorie der Abel' schen Functionen ;, § III. 

(*) Riemann , « Abels. Fune. » § IV ; C. Neumann , « Riemann' s Theorie » 
2» ediz. , Cap. IX, § 3. 
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RIemann stabilisce il teorema fondamentale di questa teoria (•), o meglio 1 tre 
« teoremi di esistenza » (per gì' integrali elementari) (*): 

l.o Teorema di esistenza — Sopra una superficie T arbitraria, esiste sempre 
una funzione di variabile complessa f{z) che soddisfa alle due condizioni: a) di 
essere dapertutto monodroma e continua , tranne sui 2p tagli *, b) di presentare 
in ogni taglio una differenza costante, di cui la parte reale ha un valore pre- 
scritto. 

2.0 Teorema di esistenza — Sopra una superficie T arbjtraria, esiste sempre 
una funzione di variabile complessa f{z) tale che: a) sia monodroma e continua 
dovunque fuorché in un punto e e sui 2p tagli; b) neir intorno del punto e sia 
continua la differenza Az) — f*{z\ e, inoltre, sui 2p tagli, /"(«) presenti una diffe- 
renza costante, di cui la parte reale ha un valore prescritto. 

3.0 Teorema di esistenza — Sopra una superficie T qualunque, esiste sempre 
una funzione di variabile complessa f{z) tale che: a) sia dovunque monodroma 
e continua, tranne lungo una linea l q ì 2p tagli; b) lungo l la discontinuità di 
A2) risulti tale che la differenza f{z) — f*(z) sìa continua nel campo della linea Z, 
e sui 2p tagli presenti una differenza costante, di cui la parte reale ha un va- 
lore prescritto. 

Da questi tre teoremi scaturisce, rispettivamente, V esistenza dell' integrale 
di prima, di seconda e di terza specie, da cui poi si deducono le funzioni alge- 
briche funzioni razionali della superficie. Ma occorre provare innanzi tutto 
questi teoremi di esistenza; e, per la prova, il Riemann si serve del Principio di 
Dirichlet. Ecco il succinto ragionamento del Riemann (^;. 

Sia T una superficie il cui ordine di connessione sia eguale a 2p-|- 1, e tra- 
sformiamola in una superficie semplicemente connessa T', mediante 2p tagli. Si 
possono formare infinite funzioni a + ì3 delle variabili reali x, j/, soddisfacenti 
alle condizioni espresse dai teoremi di esistenza. Ora, in base al Principio di 
Dirichlet^ la funzione a + i} può essere trasformata in una funzione io di a? + iy 
(ossia ir* una funzione di variabile complessa) con la sottrazione di una fun- 
zione pi + tv delle variabili reali a? , y , dovunque contìnua su T e a moduli di 
periodicità immaginari puri (♦). 

Questa funzione è determinata a meno di una costante additiva. La fun- 
zione (0 allora ammette le stesse discontinuità di a + i^ nell' interno di T' e le 
stesse parti reali dei moduli di periodicità; dunque essa è determinata a meno 
di una costante. 

31. Risulta cosi all' evidenza l' importanza capitale del Principio di Dirichlet 
nella memoria riemanniana. Ora il Klein si domanda (*J : una gran parte degli 
Sviluppi del Riemann minaccerebbe dunque rovina? 



(*) Riemann, " Abels. Fune. „ § III; Simart, « Thèse » p. 97. 

(*) C. Neumann, loc. cit. Gap. X. § 3. 

(*) Cfr. Riemann, loc. cit. e Simart, loc. cit. 

(*) Per la dimostrazione di questo punto vedi Simart, " Thèse „ p. 100. 

(*; Nella prefazione alle " Werke „ di B. Riemann. 
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No, al contrario, risponde il Klein stesso, perchè i risultati che il Rìemann 
stabilisce, mediante il Principio suddetto, sono perfettamente esatti, come hanno 
dimostrato con tutto il rigore (e come si vedrà fra poco) C. Neumann e lo 
Schwarz. Tuttavia riesce inesplicabile che il Riemann non abbia mostrato di ac- 
corgersi della parte difettosa del suo ragionamento; in proposito il Klein osserva 
che il Riemann ha dovuto dedurre i suoi teoremi, servendosi di queir intuito fi- 
sico, che è pure un mezzo di scoperta; egli avrà sentite certe difficoltà, ma non 
vi ha insistito, una volta che il Gauss stesso (§ 6) è' incorso jn ragionamenti pa- 
rimenti difettosi. 

C. Neumann osserva ('): « Questo metodo di deduzione, dall' odierno punto 
di vista della scienza , appare al più come un metodo divinatono ; nondimeno 
non si oserà mettere in dubbio l'esattezza del teorema di esistenza Io sup- 
porrò i teoremi di esistenza del Riemann come « corretti » e, senza entrare nella 
loro dimostrazione, li comunicherò < istoricamentc » e li prenderò per base delle 
mie ulteriori deduzioni ». 

§ 11. Critica del Principio di Dirichlet 

32. Le critiche con cui i matematici accolsero le varie dimostrazioni ten- 
tate del Principio di Dirichlet, furono segnatamente rivolte contro il diritto del- 
l' uso del calcolo delle variazioni su una funzione le cui proprietà sono, a priori, 
sconosciute. Ricordiamo che queste dimostrazioni si fondano sulla esistenza di 
una funzione V che renda minimo un certo integrale; ora si può osservare che, 
se si impongono alla funzione V varie condizioni, come la continuità, la « con- 
tinua coincidenza a> con i valori assegnati sul contorno, ed altre ancora, non si 
può poi ammettere, puramente e semplicemente, che la funzione V debba anche 
rendere un minimo T integrale in discorso. 

Noterò che, se pure non fosse oggi riconosciuta la parte che ebbe il Weier- 
strass nel formulare queste critiche, bisognerebbe logicamente attribuirgliela, in 
ragione dei memorabili lavori compiuti da questo matematico sulla teoria delle 
funzioni e sui fondamenti del calcolo delie variazioni. Le critiche del Weierstrass 
furono svolte nel coi'so delle sue lezioni e sono state rese di pubblica ragione 
dai suoi allievi H. Bruns ed E. Heine. 

Il primo, in una memoria (•) in cui dà la legge : « è possibile la continua- 
zione del potenziale esterno di un corpo omogeneo verso V interno dovunque la 
superficie del corpo sia regolare (') » , prendendo a parlare del teorema gene- 
rale espresso dal Gauss (§ 6) e dopo aver accennato alle critiche del Weier- 
strass, cosi continua (nel § 4 della mem. cit.): 



(*) C. Neumann, " Riemann' s Theorie „ 2» ed. Gap. X, § 2. 
(*) H. Bruns, " De proprietate quadam functionis potentialis corporum homo- 
geneorum „ (Berlino, 1871). 

(•'*) Burkhardt e Meyer, " Potentialtheorie ^ § 9. 
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« Il nerbo delle dimostrazioni con le quali dapprima il signor Gauss e poi 
specialmente il signor Dirichlet, credevano di fortificare questa fondamentale teo- 
ria contro ogni dubbio, consiste in ciò che si afferma di per sé evidente resi- 
stenza di una funzione U, per cui l'integrale 



iRUr-s)'^©']^^»- 



dy 

deve prendere il valore minimo. Ma un integrale siflTatto non è necessario che 
raggiunga un valore mìnimo, e non si può affermare altro di sicuro se non che 
esiste un limite inferiore al disotto del quale il valore dell' integrale non scende 
mai , quantunque vi si possa avvicinare indefinitamente. E poiché si trovano 
alcuni casi nei quali V integrale raggiunge certo questo limite inferiore, e per- 
ciò sì ottiene un vero minimo, e talvolta ve ne sono altri nei quali V approssi- 
mazione indefinita ne fa le veci, questa diff'erenza anche a me sembra ridursi a 
questo , che le condizioni poste ai limiti del campo dell' integrazione , ed alle 
funzioni stesse U e V, come la continuità di queste e delle derivate prime , ed 
altre , sono bensì necessarie ma non ancora suflScìenti per dedurre che quel mi- 
nimo efl^ettivamente esiste ». 

Nella memoria di E. Heine ('; le critiche mosse al ragionamento del Diri- 
chlet, sono attribuite oltre che al Weierstrass, anche al Kronecker. Però, siccome 
in tutte le memorie pubblicate da quest' ultimo, non vi è nessun accenno in pro- 
posito, e nulla ho trovato nei volumi, finora venuti in luce, delle sue opere com- 
plete, bisogna ammettere, fino a nuova prova, che le osservazioni del Kronecker 
siano state fatte nei corsi del suo insegnamento. 

E. Heine, in un' altra sua memoria (*), esprime osservazioni assai notevoli, 
circa r esistenza del mìnimo. 

H. Weber, in una Nota (') sulla dimostrazione che fa il Riemann del Prin- 
cipio di Dirichlet, si propone di completare la dimostrazione medesima per un 
caso particolare. 

Infine il Betti osserva (*): « nella teoria del nuovo Cimento avevo fondato 
i metodi della Elettrostatica sopra il teorema Dirichlet-Riemann (Principio di 
Dirichlet), circa la esistenza di una funzione finita e continua , insieme con le 
sue derivate prime, che in uno spazio di forma qualunque soddisfa alla \^u - 0, 
e prende valori dati sul contorno. Dopo le osservazioni critiche fatte sopra la 



O E. Heine , " tJber trigonometrische Reihen „ (Borchardf s Journal , t. 71o, 
p. 360, (1870). 

(*) E. Heine, « Ùber einige Voraussetzungen beim Beweise des Dirichlet' schen 
Princips » (Mathematische Annalen, t. IV, p. 626 (1871). 

(') H. Weber , " Note zu Riemann Beweis des Dirichlet' schen Princips „ 
(Borch. Journ. t. 7 lo (1869)). 

(*) E. Betti , " Teorica delle forze newtoniane e sue applicazioni all' Elettro- 
statica e al Magnetismo „ (Pisa, 1879), prefazione. 
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dimostrazione di quei teorema, in tutta la sua generalità, io ho creduto conve- 
niente di abbandonare qaei metodi. Ci potremo nuovamente fondare su quel 
teorema, quando saranno determinati rigorosamente i limiti fra i quali sussiste ». 

33. Fino alla pubblicazione delle opere complete del Weierstrass, si riteneva 
che questi nulla avesse scritto intorno al Principio di Dirichlet. Ma nel 2® vo- 
lume delle sue « Matematische Werke » si trova una breve Nota (*), che era ri- 
masta inedita, in cui il Weierstrass riproduce, da una lezione tenuta dal Diri- 
chlet, nel semestre estivo 1856, e compilata dal Dedekind, la dimostrazione che 
il Dirichlet dà del suo Principio (§ 8). In questa Nota assai preziosa, il Weier- 
strass trova originale il modo di argomentare del Dirichlet (eigenthUmlichen 
Schlussweise) ed offre un esempio dal quale apparisce air evidenza la parte di- 
fettosa del ragionamento del Dirichlet stesso. 

Mi sembra sia pregio dell' opera qui riportare questo esempio assai istruttivo. 

Sia cp(x) una funzione monodroma della variabile x, tale che <r(x) e <p'(^), nel- 
r intervallo — 1 . . . . + 1 siano funzioni continue della a?, ed inoltre <f{x), nel!' e- 
stremo inferiore — 1 deir intervallo, abbia il valore assegnato a e nel limite su- 
periore + 1 , il valore assegnato b (a =]= 6). Se ora il ragionamento del Dirichlet 
fosse ammissibile , si dovrebbe trovare , fra le considerate funzioni ^{x) , una 
speciale funzione per cui il valore dell' integrale 



= [x^'(x)ydx 



fosse eguale al limite inferiore di tutti quei valori che questo integrale può pren- 
dere, per le diverse funzioni appartenenti alla totalità considerata. Ora il men- 
tovato limite inferiore, nel caso attuale è necessariamente eguale a zero; poiché, 
poniamo, ad esempio: 

, ^ a + 6 6 - a ^^^ ^ 6 
arctg - 

dove 6 indica una grandezza arbitraria positiva. Questa funzione soddisfa alle 
due prime condizioni, ed essendo: 



J < fj (x^ + 6*^ (v'C»)) ^^ ® ?'(*») = 



e 

risulta 

(6 -a)» f-« zdx 



b — a £ 

2 arctg 



J<6 



^2 arctg -j 



U* 1-1 05* + e*' 



(') K. Weierstrass , " Mathematische Werke „ nella Nota « Ùber das sogen- 
nante Dirichlet' sche Princip „ t. II p. 49-51 (letta per la prima volta il 14 luglio 
1870, nella K5nigl. Akad. der Wiss.). 
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quindi: 

6 (6-a)« 

arctg- 

Ma £ può essere preso piccolo a piacere; dunque il limite inferiore di J è 
lo zero, perchè, in generale, J non può prendere valori negativi. D'altra parte 
il valore di J non può raggiungere questo limite, comunque possa essere scelta 
c(x)j conformemente alle condizioni stabilite, poiché sarebbe necessario che (p'(sc) 
8i annullasse per ogni valore di x compreso nel!' intervallo — 1 ... H- 1 ; ossia che 
9(ap) fosse costante. Ora ciò è incompatibile con l'ipotesi fatta a=z\^b. 

In questo caso, dunque , il ragionamento del Dirichlet conduce a un risul- 
tato inesatto (^). 

§ 12. /^ Principio di Dirichlet e la rappresentazione conforme, 

34. Prima di passare in rivista i metodi che sono stati escogitati per la di- 
mostrazione rigorosa del teorema di esistenza, dobbiamo ancora per un momento 
soffermarci al § 21 della « Dissertazione inaugurale », dove il Riemann fa un al- 
tro uso, e notevolissimo, del Principio di Dirichlet. 

Il Eiemann si propone di applicare la sua teoria , non già alla determina- 
zione di una funzione mediante un sistema di condizioni relative al contomo e 
alle discontinuità , (condizioni , come si è veduto , indipendenti fra loro e suffi- 
cienti ad individuare la funzione), ma allo studio di un caso in cui la funzione 
di variabile complessa dipende da una funzione arbitraria. 

Si abbia, nel piano della z, un' area semplicemente connessa T, e nel piano 
della w sia un' altra area semplicemente connessa R. Formiamo l'equazione 

w = F(«) 

e supponiamo F(z) e F\z) monodrome e continue su tutti i punti situati entro 
il contorno di T , e contemporaneamente sia V{z) - 1 = in ciascuno in que- 
sti punti. 

Il Riemann dimostra (^) che è sempre possibile , per una speciale forma 
della funzione F, di rappresentare l'area T sull'area R, in guisa che ad ogni 



{*) Per tutto quanto riguarda la critica del Principio di Dirichlet, consultare: 
Bacharach , « Abriss der Geschichte dar Potentialtheorie » § 9 ; Pockels , " Ùber 
die partielle DifiPgleich. l^u-\-k^u-0 „ p. 245; Duhem, <c Electricité et Magnetismo ^ 
t. I; Simart, " Thèse „; Picard, « Traitó d' Analyse » t. II ; Burkhardt e Meyer, 
< Potentialtheorie » § 25; Hilbert, " Sur le Principe de Dirichlet „ nelle Nouvelles 
Annales de Mathématiques , 3* Serie, t. 19o (1900) p. 337; oltre tutte le memorie 
già citate. 

(*) Riemann, " Oeuvres complètes „ p. 50. 
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punto dell' una corrisponda un punto unico dell' altra , che le parti infinitesime 
corrispondenti delle due aree piane siano slmili e clie, per un punto del con- 
torno e per uìi punto dell' interno di T, i punti corrispondenti di R possano es- 
sere dati qualunque. 

Qaando una tale rappresentazione abbia luogo , si dice che r equazione 
w = F(z) rappresenta in modo conforme la figura T sulla figura R. 

Ora osserviamo, che se le due aree T ed R sono rappresentate entrambe 
su di una terza area S, in guisa che vi sia similitudine fra le parti infinitesime 
corrispondenti di T ed S e di R ed S, un'analoga corrispondenza deve sussi- 
stere fra T ed R. Quindi il problema della rappresentazione conforme di una 
superficie qualunque su un' altra superficie qualunque, può essere ricondotto al 
problema della rappresentazione conforme di ogni qualunque superficie su tma 
superficie determinata. 

Se scegliamo, col Riemann, come area determinata^ il cerchio K di raggio 
unitario e col centro nel punto «7 = 0, si ha il teorema (*) : « è sempre possi- 
bile rappresentare qualunque area semplicemente connessa T sul cerchio K, con- 
servando la similitudine e la connessione nelle parti infinitesime corrispondenti, 
e ciò in un modo solo , se si vuole che al centro di K corrisponda un punto 
interno ad arbitrio in T e ad un punto della circonferenza, un punto sul con- 
torno di T ». 

35. Qaantunque, per la dimostrazione di questo teorema, il Riemann si serva 
ancora del Principio di Diricblet, si vede tuttavia l' importanza che esso ha per 
la soluzione del problema dei valori al contorno nel piano. Vedemmo (§ 5) che 
si possiede la soluzione rigorosa del problema per il cerchio; segue, dal teorema 
enunciato, che essendo data un' area semplicemente connessa T, se si sa rappre- 
sentarla sul cerchio K, il problema dei valori al contorno è immediatamente ri- 
soluto per l'area T. 

Difatti, trasportiamo sulla circonferenza del cerchio i valori che sono dati 
sul contorno di T; si può detei*minare una funzione di variabile complessa w^ di 
cui la parte reale ha , sulla periferia del cerchio , i dati valori limiti , e, in un 
punto qualunque, ha la parte immaginaria assegnata. Allora w, considerata come 
funzione di z, risolve il problema per l'area T; giacché se un punto z descrive 
una curva chiusa in T, w descrive una curva parimente chiusa, entro il cerchio; 
ciò porta di conseguenza che w è una funzione monodroma e continua di 0, la 
cui parte reale ha sul contorno i valori dati, e in un punto interno arbitrario, 
ha la parte immaginaria assegnata. 

Che se il problema è posto in modo che si cerchi, come soluzione, un po- 
tenziale, questo si ottiene nella parte reale di w. 

36. Da quel che precede risulta che esìste un legame intimo fra il problema 
della rappresentanza conforme di un' area data su di un' altra area data e il 



{*) Simart, « Thèse > p. 78. 
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problema dei valori al contorno nel piano (*). Il Eiemann si è servito mirabil- 
mente del Principio di Dirichlet per mettere in luce la vera natura di queste 
dae quistioni e la parte che esse hanno nella teoria delle funzioni di vaiiabile 
complessa. 

Osserviamo, infine^ quanto alla funzione F, che questa dipende dalla forma 
del cootorno dì T , dalla posizione dei punti di diramazione nell' interno della 
medesima e, inoltre^ da tre costanti. Però la determinazione effettiva della fun- 
zione F^ non riesce finora che in casi particolari. 

§ 13. Prima rigorosa dimostrazione del F, di D. data da Christoffel e Schwarz. 

37. Si può dire che y dalla morte del Riemann ad oggi , vi sia stata una 
p;ara fra i matematici per dimostrare il teorema di esistenza in casi più o meno 
particolari. Citeremo, in proposito , principalmente il Christofi'el, lo Schwarz , C. 
Nenmann, lo Schlftfli, il Dini, il Kirchhefi", THarnack e il Poincaré. 

La prima prova del teorema di esistenza è dovuta al Christoffel (') il quale, 
in due memorie successive, si pone e risolve il problema della i*appresentazione 
conforme della superficie di un poligono limitato da segmenti rettilinei, sulla su- 
perficie di un cerchio. La soluzione di questo problema è ricondotta ad una qua- 
dratura ed alla determinazione di un numero finito di costanti. 

Lo Schwarz , traendo partito dai risultati ottenuti dal Christoffel e da una 
comunicazione fattagli dal Weierstrass (') circa la possibilità di determinare la 
forma generale delle costanti, trova la rappresentazione conforme sul cerchio di 
nn' area S semplicemente connessa, che ricopra dovunque il piano una sol volta 
e volga la convessità dapertutto verso l'esterno (♦). Questo notevole risultato con- 
duce, sostanzialmente, a dimostrare, per V area S, 1' esistenza della funzione di 
Green relativa ad un punto interno qualunque^ perciò lo Schwarz dimostra come 
l'area S si possa successivamente approssimare y mediante una serie dì superfi- 
cie poligonali y di cui ciascuna contiene la precedente ; calcola poi la funzione 



(*) Per più ampia letteratura in proposito, ved. le belle memorie dello Schwarz: 
« Ùber einige Abbildungsaufgaben :» (gesammelte mathematische Abhandlungen, t. Il 
p. 65) ; ^ Notìzia sulla rappresentazione conforme di un' area ellittica su un' area 
circolare „ (loc. cit. p. 102) ; " Zur Theorie der Abbildung „ (loc. cit. p. 108). 

(*) Christoffel: " Sul problema delle temperature stazionarie e la rappresenta- 
zione di una data superficie „ (Annali di Matematica^ Ser. II, t. I, 1867, p. 89); 
«Sopra un problema proposto da Dirichlet» (Ann. di Mat. Ser. II, t. IV, 1870, 

P»g. 1). 

{') Comunicazione inedita; ved. Schwarz, gesamm. Abh. t. II, pp. 76-77. 

(*) Schwarz , « Zur Theorie der Abbildung » (gesamm. Abh. , t. II , p. 108). 
Il contributo dello Schwarz^ all'argomento che ci occupa, è accresciuto notevolmente 
da una memoria in cui, con esemplare precisione matematica, si trova risoluto il 
problema dei valori al contorno per un campo circolare. Questa memoria si trova 
inserita nel 74o tomo del Giornale di Creile (anno 1872, p. 218) e nel tomo II 
deUe « gesamm. Math. Abh. » p. 175. 

VCL. Xh 10 
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di Green per ogni area poligonale e relativamente ad un punto interno all'area 
assunto come polo ; e, infine , prova come queste funzioni, per ciascun punto 
del campo, convergono verso una funzione limite , che è la funzione di Green 
dell'area S. 

38. Successivamente lo Schiafli (•) , partendo dalle formolo stabilite dal 
Christoffel e dallo Schwarz, ha cercato di risolvere per via diretta il problema 
della rappresentazione conforme di un dato poligono sul!' area di un cerchio 
di un semipiano , dando un modo pratico per la determinazione delle co- 
stanti. 

Anche lo Schottky (*j si è occupato della rappresentazione conforme, nel 
caso di aree a connessione multipla. Noi sappiamo (§ 12) che la rappresenta- 
zione conforme di un' area T su un' area S si può fare , quando T ed S sono 
semplicemente connesse, purché entrambe siano rappresentabili su di un cer- 
chio. Lo Scottky si ò proposto 1' analoga trasformazione per due aree T ed S 
ciascuna limitata da più contorni, ed è giunto al risultato seguente: < Due aree 
T ed S, limitate ciascuna da uno stesso numero di contorni, non'possono in ge- 
nerale essere rappresentate in modo conforme i'una suU' altra ». 

39. Circa 1' applicazione di questi metodi di rappresentazione conforme al 
problema dei valori al contorno, vi è da osservare un punto molto importante. 

Quando sia stato risoluto il problema dei valori al contorno per un' area 8 
e per una data serie di valori sul contomo s dell' area , vale a dire , quando 
siasi trovata una funzione reale u(x, y), armonica in S, e che tende uniforme- 
mente alla serie di valori dati quando ci si avvicina ad s , non si sa, in gene- 
rale, come si comporti in vicinanza del contorno, la funzione v(x, j/), coniugata 
della w. Lo Schwarz e gli altri matematici sopra nominati ammettono a priori 
la continuità, della v sul contorno. L' Harnack però ha cercato di togliere ogni 
dubbio in proposito (*) , dimostrando per molti casi il teorema quando i valori 
di u, sul contorno, abbiamo una derivata integrabile rispetto all' arco. Tuttavia 
il Phragmen, trovando poco soddisfacente la dimostrazione dell' Harnack, la so- 
stituisce con una piti rigorosa (♦). 

Notiamo che i metodi indicati innanzi, se sono validi per aree piane geo- 
metricamente ben definite, non sono applicabili a campi a tre dimensioni. 



(') Schiafli, « Zur Theorie der conformen Abbildungen » (Giornale di Creile , 
t. 78, 1874, p. 63). 

(*) Schottky, "Conforme Abbildung merfach zusammenhangender ebener Flftchen^ 
(Giornale di Creile, t. 83). Cfr. Picard, " Traitó d' Analyse „ t. II, p. 285. 

(') A. Harnack, " Die Grundlagen der Theorie des logarithmischen Potentiales „ 
Leipzig, 1887, p. 15. 

(*) Phragmen , " Remarques sur la theorie de la reprósentation conforme „ 
(Acta Math. t. 14o, 1890-91, p. 225). 
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§ 14. Dimostrazione di C. Neumann — Metodo della « media aritmetica >. 

40. Con il suo metodo della media aritmetica (') , C. Neumann è riuscito ft 
dare, del teorema di esistenza, una dimostrazione che procede con perfetta uni- 
formità sia nel piano sia nello spazio. Tuttavia la generalità del procedimento 
è limitata nello spazio a campi del secondo ordine non «e bistellati » {}) (zwei- 
stemig) e nel piano a campi dovunque convessi , salvo un numero discreto di 
punti singolari ('). Dunque , in questo metodo, si considereranno : nello spazio 
campi chiusi, convessi, aventi in ogni punto un piano tangente determinato, il 
quale lascierà sempre da una stessa banda il campo stesso; nel piano aree aventi 
in ogni punto del contorno una tangente ben definita, salvu i punti singolari, 
nei quali la tangente varierà bruscamente d'un angolo finito; il contorno ammet- 
terà, in questi punti, due tangenti. 

41. Il procedimento escogitato dal Neumann ritorna, in un certo senso , ad 
un contributo portato da A. Beer (*), fin dal 1856, a proposito della trattazione 
del problema della magnetizzazione per influenza. 11 Beer parte dalla pid volte 

citata formola del Green (§ 3), la quale , per D = - si scrive: 

r 

1 [dV da 
dove y è una funzione armonica cosi espressa: 

(*) Il metodo della media aritmetica fu comunicato da 0. Neumann il 1870, 
in due riprese (21 aprile e 31 ottobre) alla Beale Accademia delle Scienze di Sas- 
sonia. Si trova poi esposto in forma didattica nelle " Untersuchungen ttber das Po- 
tential „ Gap. V. 

(^) Per più ampi particolari su questo punto , ved. C. Neumann , " Untersu- 
chungen ... . „ p. 167; Duhem, " Électricité... „ t. I p. 228. 

(*) Come esempì di superficie bistellate si possono citare il parallelepipedo , 
l'ottaedro, il tetraedro e la superficie generata dalla rivoluzione d'una losanga in- 
torno ad una delle diagonali. Contorni piani bistellati sono quelli del quadrilatero 
e del triangolo. I campi unistellati sono necessariamente aperti , sia che si tratti 
d' una falda conica, sia che si tratti d' un angolo piano. 

(^) Il metodo del Beer si trova esposto nella memoria ^ Allgemeine Methode 
zur Bestimmung der elektrischen und magìietischen Induction „ (Poggendorfif s 

Annalen, t. 98, p. 137, 1856). Cfr. Neumann, " Untersuchungen, „ Cap. VI; 

Duhem, op. cit. t. II, p. 154; Bukhardt e Meyer, " Potentialtheorie „ § 27. 
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Poi pone: 

ér: ì dn r 
essendo: 



4TrJ dn 



Cosi continuando, e posto per compendio: 



°=èé(^ + ^'+v"+----)' 



trova: 

.do 



=-K 



dove V rappresenta la funzione potenziale di una semplice distribuzione super- 
ficiale la cui densità è H. Conviene però osservare che, in primo luogo, questo 

sviluppo richiede la conoscenza di V e di -— -; in secondo luogo il Beer non 

dn 

ne dimostra la convergenza; quindi non si ha la prova dell' esistenza di una so- 
luzione del problema della magnetizzazione per influenza. 

42. C. Neumann, nel metodo della media aritmetica, ha dimostrato la legit- 
timità dell'algoritmo adottato dal Beer; ma ottiene la soluzione rappresentata 
da un potenziale di distribuzione doppia; laddove, nel metodo seguito da quel 
fisico, la soluzione è data da un potenziale di distribuzione semplice. 

Egli prende le mosse dall'tn^e^ra^e di Oauss 



=f 



C08 (r , n ) ^^ ^ 




esteso a tutta la superficie o del campo ; r rappresenta la distanza di un punto 
X dello spazio dall'elemento variabile do della superficie ed (r,;?) l'angolo for- 
mato dal vettore r e dalla normale interna a e nell' elemento da ('). Trattan- 
dosi di superficie convesse , cos {rn) è sempre positivo , se il punto x è situato 
nell'interno del campo o sul contorno ; talché, se indichiamo con i, «, s rispet- 



' {}) Neumann, ** Untersuchungen,... „ p. 113 e 161; 
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tivamente le posizioni del punto x qaando questo ò interno al campo ^ esterno 
sul contorno, avremo : 

t£?< = 4ic , tr, = , IO, = 2ic. 

(Se si tratta di una superficie costituita da una falda conica di apertura 
a , U7^ lia per valore a < 2t:). Ora poiché, interpretato geometricamente , l'inte- 
grale di Gauss rappresenta la somma degli angoli visuali solidi^ sotto cui un 
osservatore, posto con l'occhio nel punto a?, vede i singoli elementi do della su- 
perficie del campo y il Neumann ha adottato, per queir integrale , la forma se* 
gnente : 



-/. 



e possiamo dire che u;^ è una fanzione delle coordinate del punto x, discon- 
tinua quando os attraversa il contomo del campo. 

Il Neumann poi considera la funzione fondamentale (detta pure e integrale 
di Neumann ») 



W« 



_ [ cos(r,n)^^^ \]fJ!Ldo 
-^ìo^ ~^~ J „ 9n 



che è un potenziale di distribuzione doppia , di cui |jl è il momento (per pi = 1 
si ha l'integrale di Gauss) ; e , poiché si ha 

egli adotta per questo potenziale la forma : 

W,=[^fi(<«a)a,. 



Osserviamo che W^, é suscettibile di tre sistemi continui di valori, W< , W, 
e We , secondo che il punto x é intemo al campo, é sul contorno, o é esterno. 
Orbene, adotteremo le notazioni: W,-, per indicare il valore di W^ in un punto 
i infinitamente prossimo al punto s del contorno, e W^, per indicare il valore 
di Wg in un punto e vicinissimo al punto *. Fra i tre sistemi di valori W, , W^, 
e W^, intercedono le relazioni (*) : 

W^, = W, + 2tc jx, 

W., = W, - 2tc ;*, , 



(*) Neumann, loc. cit. p. 115, 
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talché 8i riconosce che, quando il punto x attraversa :il contorno a, il poten- 
ziale W subisce un salto rappresentato dal prodotto di 4ic per jjl, , valore che 
ha il momento della distribuzione nel punto s di attraversamento. 

43. Per sviluppare ulteriormente il suo metodo, C. Neumann adotta una 
particolare espressione di W^, disponendo del momento pi della distribuzione 

in guisa che sia ji.= ^, dove f è la successione dei valori (continui) che deve 

prendere sul contorno la funzione armonica di cui si vuol provare V esistenza. 
Si considera dunque la funzione 



^'-klof^''^^" 



la quale è una funzione continua delle coordinate di a?, insieme alle sue deri- 
vate parziali, allorché x é intemo o esterno a a , e discontinua solo attraverso 
alla superficie. Questa discontinuità é rappresentata dalle relazioni importan- 
tissime 

w,, = w, + (&, + 1) r. ) 

(1) 

dove &. = — = -^ ' , essendo o. l'angolo sferico relativo al punto « della 

superficie (•) (das Winkelmaass der Flftche im Punkte a) e 6, il supplemento 
di C3, (das supplementare Winkelmaass (*)). Per le superficie convesse &, é sem- 
pre compresa fìra e 1. 
Se si pone 



(*) Se congiangiamo un punto « di o con tutti i punti infinitamente vicina 
della superficie; le semirette cosi ottenuta costituiscono una falda conica dalla quale 
una sfera descritta col centro in « e raggio 1 è divisa in due regioni ; orbene la 
regione situata dalla banda positiva della superficie e si indica con a^. Gfr. Neu- 
mann, loc. cit. p. 120. 

(*) In un punto ordinario della superficie si ha Oj=2i:, quindi 5,=0. Nel caso 

di un cubo si ha C3j = 2tc, tc, — secondo che 8 sta su una faccia, uno spigolo o un 

2ic 

vertice del cubo. Se si tratta di un triangolo equilatero, allora 0^ = 1^, -r- secondo che 

ò 

8 sta su un lato o un vertice. 
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le (1) sì possono scrivere: 

E notiamo che , mediante la data successione f di valori finiti e continui 
lungo il contorno o del campo, si può costruire, mediante la (2), un' altra suc- 
cessione fy anche sul contorno a, avente gli stessi caratteri della successione f. 

44. Col medesimo algoritmo con cui , mediante /, si è formata la W^ , il 
Neumann, mediante f, costruisce una funzione W'^; e, prolungando questo pro- 
cedimento, ottiene la seguente serie di funzioni primarie fondamentali: 

I 1 f I f' ^ successione di valori data lun- 

j ^x ^2i]a^ (^^)k I go il contomo a 



P«=fJ/^'^'>« 



r. =w. +v. 



(T) \ "' '" avendosi (II) 

\ 



Naturalmente i potenziali W^^**) godono delle medesime proprietà del potenziale 
Wju, talché per essi valgono le formolo di discontinuità (2), cioè: 

w,. ^f. ff. / w„ =:r. -r. 

, wv. =r. +r. , w'^^r/ -r. 

(4) (6) 



\ 



45. A questo punto interviene il teorema classico di tutto il procedimento. 
Diciamo rispettivamente M ed m il valor massimo e il valor minimo della suc- 
cessione di valori f (valori che, per ipotesi, sono finiti e continui); similmente di- 
ciamo M^*^) ed m^**) rispettivamente il valor massimo ed il valor minimo della 
funzione f^^\ orbene ha luogo la seguente disegcuig^ia^za fondamentale 

(0 < X < 1) m"^ - w(^*) < X"(M - 9^) , (6) 

cioè a dire: l' intervallo di variabilità dei valori /^'*J è sep^prc compreso fra M 
ed 7», e inoltre diminuisce sempre più col crescere di n. Il teorema che si rias- 
sume nella formola (6), costituisce il cosìdetto, principio di Neumann. La quan- 
tità X (sempre positiva, minore dell'unità e indipendente dalla successione di 
valori / data sul contomo) è una costante che può dirsi specifica por la super- 
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ftcìe o data; essa è perciò detta la « costante di configurazione > (die Configu- 
rations— constante) del contorno che si considera (*). 

La dimostrazione del teorema (fi) si fonda su una certa scomposizione della 
superficie o che merita di essere riferita, anche perchè dà ragione del nome di 
€ metodo della media » che G. Nenmann ha dato alla sua dimostrazione del Prin- 
cipio di Dirichlet. 

M 4 m 
Poniamo M = — - — , talché M rappresenta il valor medio che f possiede 

•ni GimtotnA. Dkauao poi a l' imieme delle porasioni di o nelle quali f assume 
valori comprein frs nr K e diciamo p V insieme delle porzioni di e nelle quali 
f possiede valori compresi fìra M e H; quindi ot=^a + ^ Orbene il Neumann; ap- 
plicando le (II) alle porzioni a e ^^ con opportune limitazioni circa i valori delle 
funzioni /^^) in quelle porzioni, giunge alla disuguaglianxa fondamentale (6)« 

46. Tenendo ragione che V intervallo di variabilità delle funzioni f^^'f è sog- 
getto alla limitazione (6) e che quindi diminuisce sempre più col crescere di n, 
è chiaro che, protraendo indefinitamente il calcolo delle /^'*), si perverrà ad una 
tal funzione /^^^ il cui valor massimo differirà dal valor minimo di tanto poco 
quanto si vorrà; opperò la funzione /<*^ , che si otterrà dopo un numero infi- 
nito di ripetizioni del processo, avrà un valor costante G lungo tutti i punti del 
contorno; cioè sarà 

/'/«) = G. 

Ecco quindi come il calcolo delle /^"^ porta alla conoscenza di una co- 
stante G (8) che può dirsi rappresenti lo stato assintotico delle f**^\ la G è com- 
presa fra tutti i massimi e tutti i minimi delle varie /^^^, e si ha: 

|/;(n)«C|<X«(M-m), (7) 

qualunque sia n. 



(*) Gfr, Neumann, loc. cit. p, 170. Per il cerchio ai ha X= ~; per 1* ellisse 
X < 1 — -^[ — r, dove a e 6 sono i semiassi deirellisse (a > ò). Per una curva piana 
convessa qualunque, si ha X<1—^ — r-, dove è la lunghezza totale della curva e d 

iS 1C A 

il diametro del più grande cerchio che ha tre punti comuni con la curva. Per una 

superficie convessa si ha X < 1 — 7 — — , dove e indica V area della superficie e A il 

diametro della più grande sfera avente quattro punti comuni con la superficie. 

(*) La costante C è suscettibile di una notevole rappresentazione: essa è eguale 
airintegrale igfitgdo, dove 7 rappresenta la denaitèi àéììa. distribuzione naturale dia. 
Gir» Neumann, loc. cit. p. 207 e Poincaré, ^ Théorie du potentiel ^ p. 309. 
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Il Neumann dimostra altresì (*) che: 

W/«> = Wf,<«) s= 2C -, W^t«>) = w,,<*> = 0. 

47. Fondandosi sulla (7) risulta che la serie: 

f iu - /"V + (r, - o ] + [ ^c - rr) + (r/" - a^-^o i + . . . (8) 

converge uniformemente ed ha per somma f — C; quindi la serie 

(W| - W V + (W," - W/' ) + (W/'^> - w/^>> + • . . 

(di cui ciascun termine è una funzione armonica la quale, quando il punto t si av- 
vicina ad un punto 8 del contorno, tende al termine corrispondente della serie (8), 
io virtù delle formolo (4)) è una funzione armonica entro il campo proposto e 
che sul contomo o prende i valori ^--C. Dunque la funzione 

V,. = C + (W< - W/) + (W/' - W/") -t- (W/*^) -^ W<<')) + . . . 

= e + ^ jjr- D f (r - D + (f""^ - /^^O + . . . . J {do\ (9) 

dà la soluzione del problema dei valori al contorno per ii campo interno,. 
Per il campo esterno la soluzione è o/fei*ta dalla formola 

V, = - We - w, - w;' - w;" - . . . dO) 

Nel piano il procedimento è affatto analogo i^), solo che la funzione fondamen- 
tale da cui si parte è l'integrale: 






f(d8)^ 



(*) Neumann, loc. cit. p. 189 e 190. 

(') è noto che il procedimento del Neumaxm si fonda sulla possibilità di di- 
videre il contomo del campo in un numero finito di pezzi, in alcuni dei quali sia 
f> M, mentre negli altri è /<M. Ora, nel caso del potenziale logaritmico, in cui 
il contomo è una linea , questa possibilità potrà non verificarsi quando /, pur es- 
sendo continua, fa un numero infinito di oscillazioni. Circa il modo di risolvere 
questo dubbio ved. Y. Volterra^ ^ Sul principio di Diricblet ^ Rendiconti del Circolo 
Matematico di Palermo, 1897, t. XI, pp. 83-86. 

VOL. XL. 11 
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esteso a tutto il contorno s dell' area. Il procedimento si applica a qualunque 
area convessa ; tuttavia, fì*a i poligoni convessi , vanno esclusi il triangolo e il 
quadrangolo semplice , con evidente analogia con il caso di eccezione nello 
spazio. 

48. Osserviamo che, in ogni caso, la funzione cercata è espressa mediante 
una serie infinita di integrali estesi al contorno del campo e dei quali solo il 
primo dipende direttamente dai valori f dati sul contorno medesimo. La deter- 
minazione di ogni altro integrale della serie esige la conoscenza degl' integrali 
che precedono. 

Il Neumann ha applicato il suo metodo della media aritmetica anche alla 
trattazione del secondo problema dei valori al contorno (*). 

Per campi a più dimensioni (iperspazi) il metodo di Neumann è stato trat- 
tato da C. Riquier (*). 

49. La dimostrazione della convergenza delle serie (9) e (10), si può sem- 
pre ricondurre a due teoremi i quali , come osserva A. Paraf (') , sono fonda- 
mentali per la teoria delle funzioni armoniche; giacché, per questa teoria, hanno 
la stessa importanza dei due teoremi dell' Àbel sulle serie di potenze. Io mi li- 
miterò ad enunciare questi teoremi: 

l.o « Siano t^, , Wj , . . . , u^y .. . , delle funzioni armoniche all'interno di un 
campo S. Siano U, , U, , . . . , U^ , . . . i valori verso cui tendono rispettivamente 
queste funzioni quando il punto a cui esse si riferiscono si avvicina indefinita- 
mente al contorno. Se la serie 

U, + Ut + + U^ + . . , . 

converge uniformemente in ogni punto del contorno, anche la serie 

t^i + Wi + + U^'h 

converge uniformemente in ogni punto del campo, o rappresenta in ogni punto 
del campo una funzione armonica :>. 

Questo teorema, ordinariamente attribuito ad A. Hamack, è stato enunciato 
la prima volta da V. Volterra (♦). A. Hamack però ne ha illustrato tutta 1' im- 



{*) Neumann, " Untersuchungen... „ p. 215. 

(•) C. Riquier, « Extension à 1' hyperespace de la móthode de M. Cari Neu- 
mann > (Thèse de doctorat, Paris, 1886). 

(') A. Paraf, " Sur le problème de Dirichlet „ (Annales de la Faculté dea 
Sciences de Toulouse, t. XI, 1892). 

(*) V. Volterra, " Sopra alcune condizioni caratteristiche delle funzioni di una 
variabile complessa „ (Annali di Matematica, Serie II, t« 2LI, 1882, p. 62). 
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portanza {^) , nella sua monografia già mentovata ^ e ad esso aggiunge il se- 
guente teorema: 

2.0 « Sia data la serie infinita di funzioni armoniche, entro un campo S, 

U, + Wj + + w^ + . . . . 

e immaginiamo le funzioni u tutte positive: se la serie converge in un punto 
qualunque del campo S , convergerà uniformemente in tutti i punti del campo, 
e rappresenterà, entro il campo stesso, una funzione armonica ». 

Infine conviene mentovare una brevissima memoria di G. Kirchhefl", pubbli- 
cata per cura della signora S. Kowaleski negli « Acta Mathematica (*) » in cui 
si dà una dimostrazione semplice ed elegante del teorema di esistenza per un 
campo convesso. Il metodo del^Kirchhofif è però sostanzialmente analogo a quello 
del Neumann ('), 

§ 15. Ricerche di Schwarz e « metodo alterno ». 

50. La dimostrazione del teorema di esistenza data da C. Neumann, quan- 
tunque limitata , apparìsce ancora più preziosa per V uso che si fa di essa nei 
cosidetti metodi combinatori. 

Quando si sappia dimostrare il Principio di Dlrichlet per due o più campi 
semplici^ lo si sa dimostrare anche per un gran numero di campi più compli- 
cati, risultanti dalla combinazione dei primi. La trattazione di questo procedi- 
mento utilissimo, iJ quale è però più progredito nel piano che nello spazio, è do- 
vuto principalmente allo Schwarz, a C. Neumann e all'Harnack; ma di esso si 
erano già occupati il Murphy e il Lipschitz. 

Lo Schwarz , in una memoria estremamente concisa (*) , in cui si propone 
r integrazione della equazione A^ = nel piano, e relativamente a prescritte con- 
dizioni al contorno, espone tutta una succinta teoria della funzione potenziale 
e prende in particolare contemplazione le linee analitiche piane , cioè linee di 
cui le coordinate rettangolari x ed y dì un punto qualunque si esprimono me- 
diante serie intiere, a coefficienti reali, rispetto a un parametro reale t (il quale 
deve variare nei limiti entro cui le serie sono assolutamente convergenti) ('). 



(*) A. Harnack, « Die Grundlagen... » § 20. 

(*) G. EirchhoiF, " Beweis der Existenz des Potentials das an der Grenze 
des betrachteten Raumes gegeben Werthe hat far den Fall dass diese Grenze eine 
tiberall convexe Flftche ist „ (Acta Mathematica, t. 14o, 1890-92, pp. 179-183). 

(») Cfr. Picard, « Traitó d' Analyse „ t. I p, 158. 

(*) Schwarz, "Ùber die Integration der partiellen Differentialgleichung, r-r+"r^=0 

anter vorgeschriebenen Grenz-und Unstetigkeitsbedingungen „ (gesamm. Math. Abh. 
t. II p. 144). 

(') Tannery et Molk, " Fonctions elliptiques „ t. I p. 82. 
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Le equazioni della liaea analìtica si possono quindi scrivere: 

9 e d; denotando due funzioni analitiche di t Un arco di linea analitica si dirà 
poi « regolare » quando non si abbia contemporaneamente <f '(*) = , ^'(0 = , 
per i valori di t corrispondenti all' arco che si considera. Un segmento rettilineo 
entra, evidentemente, in quest' ultima categoria di linee analitiche. 

51. Ora lo Schwarz parte dalla seguente proprietà delle linee analitiche 
regolari (}). Sia S un' area contenente nel suo interno l'arco regolare di linea 
analitica AB: se l'equazione z^ = F(z) rappresenta in modo conforme V area S 
su di un'altra area S| , anche 1' arco A,B, , che corrisponde ad AB in S|, è un 
arco regolare di linea analitica. Da ciò segue che è possìbile di racchiudere un 
arco di curva AB (che non si sa a priori se sia analitico), entro un' area sem- 
plicemente connessa S, e se si può rappresentare l'area S su di un'area S, , in 
guisa che ad AB corrisponda un segmento « rettilineo » A,B,, V arco AB è neces- 
sariamente un arco regolare di linea analìtica. E, inversamente, se AB è un arco 
regolare di linea analitica, si può sempre, mediante una opportuna rappresen- 
tazione conforme, far corrispondere ad AB un segmento rettilineo. 

Stabilita questa proprietà caratteristica delle lineo analitiche regolari , for- 
miamo l'equazione 

z=zx + iy=: ?{0 \- i^{t) = Feo , 

e facciamo variare t anche per valori complessi. Allora la precedente equazione 
permette la rappresentazione conforme di una porzione del piano della gran- 
dezza complessa t , contenente nel suo interno un tratto dell'asse reale , scello 
ad arbitrio, su una porzione del piano della grandezza complessa z , conlenente 
nel suo interno l'arco regolare di curva analitica considerato, e ciò in modo che 
i punti del segmento rettilineo e dell'arco si corrispondano. Per fissare le idee, 
possiamo ad es. limitare , da ambe le parti del tratto rettilineo scelto , due 
campi T, e T, che siano segmenti di un cerchio , simmetrici rispetto al tratto 
rettilineo : ad essi corrisponderanno , nel piano della z , due porzioni Z, e Z^ , 
giacenti da ambe le parti della linea analitica. Ora, per i campi T, e T, lo 

dht d*u 
Schwarz dimostra la possibilità dell'integrazione dell'equazione ^— - + ^-v = , 

con prescritte condizioni al contorno. Quindi se si ha una qualsiasi area limi- 
tata da archi regolari di curve anaììtiche, si può scomporre l'area in parti che 
siano ognuna rappresentabile nel modo anzidetto ; allora , con determinati cri- 
teri di convergenza, si dimostra che per l'intera area risultante dalla combina- 
zione delle singole parti, è possibile determinare la cercata fanzione armonica, 



{}) Schwarz , loc. cit. § 6. Ved. anche J. Riemana , " Sar le problème de Di- 
richlet » (Annales de TEcole Normale Supérienra t. V. 1888). 
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di cui sono noti i valori sai contorno dell'area. La fanzione finale si ottiene, 
dunque, quando si è risoluto il problema per le varie parti in cui si è trovato 
acconcio dividere Tarea data. 

52. Il metodo precedente non si può applicare allo spazio^ mancando l'ana* 
logo punto di partenza. 

Il caso in cui sul contorno dell'area siano dei punti singolari , si trova ul- 
teriormente trattato nella memoria di J. Ulemann ('). In questa memoria, con 
procedimenti assai ingegnosi, si tratta anche la soluzione dello Schwarz per 
campi limitati da più contorni. 

Lo Schwarz esamina pure il caso in cui la data successione di valori sul 
contomo, anzi che essere continua (come si ammette nel metodo del Neumann), 
presenti un numero (discreto) di punti di discontinuità, cioè punti nei quali si 
passa bruscamente da un valore finito ad un altro valore pure finito. 

Questo caso è ricondotto a quello in cui la successione di valori data è 
continua. 

53. Nella seconda metà della memoria citata (^ , lo Schwarz espone il 
suo metodo combinatorio, che egli denomina processo alterno ( GrenzUbergang 
durch altemirendes Verfahren), Lo Schwarz tratta il suo metodo nel piano, ma 
esso è applicabile anche allo spazio a tre dimensioni. 

Siano T| e Tj due campi aventi in comune uno o più campi T* e le cui 
linee di contorno non si tocchino. Denoti Lo il contorno di T, esterno a T^ e 
Lf il contomo residuo; parimenti indichi L, il contorno di T^ esterno a T^ ed 
L, il contorno rimanente. Si suppone che , tanto per ii campo T, , quanto per 
il campo Tj f sì sappia integrare Tequazione di Laplace, conformemente a pre- 
scritte condizioni al contorno ; si vuol dimostrare che ciò è possibile anche per 
il campo S = T, -f- T, - T*, nel quale però il campo T*, comune a T, e a Tj 
sarà contato come semplice. 

Diciamo g il maggiore e A: il minore dei valori dati sul contorno di S. For- 
miamo una funzione t^„ armonica in T„ e che assuma su Lo i valori dati e su 
Lj il valor costante k: ì valori che questa funzione assumerà su L| dicia- 
moli w/^>>. 

Formiamo poi una funzione Ux , armonica in T^, e che assuma su L, i va- 
lori dati e su L| i valori u^*^^: questa funzione assumerà su L^ dei valori che 
indicheremo con u^^^K 

Formiamo ancora una funzione u^ , armonica in T, , e che assume su L„ 
i valori dati e su L, i valori u^iU)- questa funzione assumerà su L, dei valori 
che diremo t^j^^»). 

Continuando in simil guisa, lo Schwarz dimostra che la soluzione cercata 



(*) J. Riemann, " Sur le problème de Dirìchlet „ (loc. cit. pp. 327-410). 
(*) Schwarz, " Ùber die Integration.... „ (loc. cit. p. 144). Cfr. anche Duhem, 
^ Électrìcité et Magnetismo ,, t. I Gap. XI. 
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81 Ottiene prendendo, in ogni punto dell'area T, - T*, 

V = w, + (Wj — u^) + («5 - Ws) + (w, - «5) + . . . + (u,,+, — M,^_,) + . . . ; 

in ogni punto dell'area Tj - T* 

V = Wj + («♦ - 1^2) + (t/« - t*4) + (Wg - t^e^ + . , . + (wt„+, - tO + • • • 

e, in ogni punto dell'area T* l'una l'altra delle due precedenti espressioni. 

Il processo Alterno permette di risolvere il problema dei valori al contorno 
per campi complicatissimi, quando lo si sappia risolvere separatamente per due 
o più campi semplici. 

C. Neumann (•) si limita ad applicare il metodo combinatorio solo ai 
campi T*. 

54. A proposito della integrazione dell' equazione 7—; + -^-j = 0, bisogna ri- 

cordare due notevoli memorie di U. Dini. 

Nella prima memoria (') il Dinì escogita un procedimento per avere i va- 
lori di u{Xj y), nell'interno del campo, quando si conoscano, anziché i valori 
di u al contorno, quelli della derivata normale sul contorno medesimo. Applica 
poi il procedimento al cerchio, all' area compresa fra due cerchi concentrici ed 
anche alla sfera. 

Nella seconda memoria ('), il Dini prende a considerare la funzione w(x,|/) 

nel campo limitato da un cerchio da due cerchi concentrici, quando si richieda 

che, con l'avvicinarsi al contorno a del campo, e sul contorno stesso, la u non 

superi mai un numero finito e resti, almeno generalmente continua, tanto u(Xjy) 

du 
quanto —, e sul contorno questa derivata prenda valori dati ad arbitrio , ma 

finiti e continui (o, almeno , discontinui in un numero finito di punti). Poi con- 
sidera r analogo problema nella sfera e per il caso in cui , anziché essere dati 

du 
sul contorno w o ^ , sono dati i valori di una funzione lineare di queste quan- 
tità (Cfr. § 2). Kisolve poi un problema di calore: determinare la temperatura 
stazionaria in un disco circolare di grossezza trascurabile, quando non disperda 
calore perpendicolarmente al disco; nel cilindro circolare pieno, di lunghezza 
indefinita, quando la temperatura é la stessa in tutti i punti di una parallela al- 
l' asse; nella sfera, sempre quando il contorno del disco, del cilindro della 
sfera sono all' aria libera, la quale ha una data temperatura. 



(*) C. Neumann, " Untersuchungen... „ p. 326. 

(') Dini, ^ Su una funzione analoga a quella di Green ^ (Atti della Beale Ac- 
cademia dei Lincei, Serie II, t. 3o, 1876, p. 129). 

('; Dini, " Sulla integrazione dell' equazione AjU = „ (Annali di Matematica, 
Serie II, t. V, 1871-73, pp. 305-345). 
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§ 16. Il problema di Murphy e i « metodi combinatori ». 

55. C. Neamann e R. Lipschìtz si sono serviti dei melodi combinatori per la 
risolazione di un problema che è la generalizzazione di un altro proposto dal 
Marphy fin dal 1833 (^). Il Mnrphy vuol determinare la distribuzione dell'elet- 
trìcità su due conduttori dei quali Tuno è mantenuto ad un certo potenziale, 
l'altro è mantenuto al potenziale zero, quando sì sappia determinare la distribu- 
zione generata su ciascuno dei conduttori; considerato isolatamente, da cariche 
elettriche date (*). 

Per risolvere questo problema, che è sostanzialmente il cosidetto problema 
della condensazione elettrica^ il Murphy adopera un metodo che non si può ap- 
plicare al potenziale logaritmico, circostanza questa che ha scarsa importanza, 
dal punto di vista fisico, ma ne ha grandissima dal punto di vista matematico; 
giacché, per essa, si viene ad interrompere il parallelismo fra la teoria delle fun- 
zioni armoniche nello spazio e nel piano. 

Si deve a ,C. Neumanu (•) la creazione di un metodo combinatorio che 
permette indifferentemente la trattazione del problema per funzioni armoniche 
di due tre variabili. 

56. Il problema generale del Murphy si può enunciare cosi: «Risolvere il 
problema dei valori al contorno per lo spazio esterno a due conduttori C| e C^, 
quando lo si sappia risolvere separatamente per lo spazio esterno a ciascuno 
di essi >. 

Sia S lo spazio estemo ai due conduttori: diciamo u^ e u^ rispettivamente 
le saccessioni dei valori (continui) dati sulle superficie o, e o^ dei conduttori G| 
e C|. Poiché si possono sempre determinare due funzioni armoniche dello spa*^ 
zio S : u^i, che assume i valori u, su 0| e il valor su c^, e w^ che assume i va« 

lori U| su Oi e il valor su Of*, e, poiché allora, la funzione w^-hw^y armonica 
in S prenderà i valori stabiliti su a, e o, , si vede che il problema del Murphy 
può essere ricondotto a due problemi del tipo seguente: 

€ Trovare una funzione armonica dello spazio S, che assume i valori U| su 0| 
ed il valore su o, ». 

Ora diciamo g il massimo valore assoluto dei valori u^ e costruiamo due 
funzioni armoniche dello spazio S : w, che assume il valore su Oj e i valori 
tutu positivi u^ -^ g SUL a^ e w^ che assume il valor su o, e il valore costante g 
su a^, La funzione w^ — w^ risolve il problema. 

Dunque, in definitiva, il problema del Murphy può, in ogni caso, essere ri- 
condotto al seguente: 



(•) Murphy, « Elementary principles of the theories of electricity , heat and 
moleculars actions ». Parte I, Gap. X, p. 93. 

(*) Dnhem, " Électricité et Magnetismo „ t. I, Gap. XII. 
(') C. Neumann, ^ Untersuchungen.... „ p. 312. 
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Trovare una funzione armonica dello spazio S, ohe assume su Oj il valore 
e su 0| i valori « positivi » a, , variabili con continuità (}), 

Formiamo, col Neumann, una funzione m, , ai*monica nello spazio C, 4- S, e 
che assume sulla superficie ^, i valori prescritti u^. Questa funzione prenderà, 

nei punti di o,, dei valori che diremo u^ ^* . 

Formiamo poi una funzione armonica dello spazio C, +S e sia ic,, la quale 

assuma su a^ ì valori M| ^* . Questa funzione prenderà, su C|, certi valori u^ * . 

Formiamo ancora una funzione armonica u^ dello spazio C, ■*- S , la quale as- 
sume su e, i valori u^ '* . Questa funzione , nei punti di o, , prenderà certi va- 
lori t*3^''\ 

Cosi continuando, con questo processo alterno, si perviene alla funzione: 

V = w, - «t + w, — 1*4 + . . . . 

la quale è armonica in tutto lo spazio S ed assume , sulla superficie O4 , i va- 
lori Ui e, sulla superficie c^ , il valor 0. 

La dimostrazione della convergenza della serie precedente fa data per 
primo dal Lipschitz (*): essa si fonda su ciò che, per n = oo , u^ convei'ge uni- 
formemente a zero. 

57. Il metodo combinatorio del Neumann si estende, senza alcuna difficoltà, 
al caso di n conduttori, e si ha allora il teorema: 

« Dati n conduttori, esterni gli uni agli altri, si sa sempre determinare la 
distribuzione dell' elettricità sul!' insieme di questi n conduttori, sottoposti all'a- 
eione di cariche elettriche fisse , arbitrariamente date , quando si sappia deter- 
minare la distribuzione che prende V elettricità su ciascuno di essi isolata- 
mente ». 

Il classico problema di Poisson (^), per il caso di due sfere, esterne l'una 
air altra, e mutuamente infiuenzantisl, e che fu risoluto direttamente dal Poisson, 
rientra come caso particolarissimo, nel teorema testé enunciato. 

§ 17. Ricerche di Harnack. 

57. A. Harnack, mettendo a profitto il metodo della media del Neumann, le 
ricerche dello Schwarz sullo aree limitate da archi regolari di linee analitiche, 
dovunque convesse verso Testerno, ed infine il processo alterno, ha fatto fare un 
altro passo notevole alla dimostrazione del teorema di esistenza nel piano. 



(*) Duhem, loc. cit. 

(*) Ved. Giornale di Creile, t. 6I0 (1863) p. 12. 

(') Poisson, " Second Mémoire sur la distribation de V électricité à la surface 
des corps conducteurs „ (Letta all' Accademia delle Scienze il 6 settembre 1813). 
Cfr. Duhem, loc. cit. 
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Sì è veduto che il metodo del Neumann vale per qualunque area piana con- 
vessa, in particolare per qualunque poligono , purché sprovvisto di angoli rien- 
trantij e ad eccezione del triangolo e del quadrangolo semplice. Le ricerche 
dell' Ilarnack mirano a stabilire il teorema dì esistenza: l» per qualsiasi poligono 
piano, a connessione semplice o multipla, anche se dotato di angoli rientranti: 
2o per qualunque area piana semplicemente connessa (secondo la definizione che 
egfli dà della connessione semplice). 

Ci limiteremo qui a riferire per « summa capita » le importanti conclusioni 
dell' Harnack ('). 

58. Si consideri da prima il caso di un quadrangolo semplice ABCD con 
l'angolo rientrante in B. Se si prolungano i lati AB e BC rispettivamente in E 
e in F, allora il quadrangolo dato si può pensare come risultante dalla compo- 
sizione dei due triangoli AED e CFD , i quali hanno V area FRED in comune. 
Oppure, tirando la retta AC, si può pensare il medesimo quadrangolo come la 
diflferenza dei due triangoli ACD ed ABC. Tutto si riduco a dimostrare che il 
problema dei valori al contorno è risolubile per il campo ABCD, sempre quando 
lo stesso problema è risolubile, nel primo caso, per i due triangoli AED e CFD, 
nel secondo caso per i due triangoli ACE ed ABC. 

La dimostrazione dell' Harnack si fonda essenzialmente sul processo alterno, 
tenuta ragione del fatto che sia il triangolo, sia il quadrangolo, possono essere 
ottenuti con la combinazione di duj poligoni convessi. 

Ciò posto, un poligono con n vertici, e con un certo numero di angoli rien- 
tranti, può essere riguardato sempre come la differenza di un poligono di ?i — 1 
vertici e di triangolo. Se il poligono di n — 1 vertici è sprovvisto di angoli rien- 
tranti il problema dei valori al contorno è immediatamente risoluto ; se no si 
considererà questo poligono come la differenza di un poligono di n - 2 vertici 
e di un triangolo. Cosi continuando si giungerà, in ogni caso, ad un poligono 
senza angoli rientranti o ad un triangolo, pei quali si possiedono già metodi di 
risoluzione. 

Non mi occuperò del caso dei poligoni od aree a connessione multipla, per- 
chè non mi sembra sufficientemente precisata la trattazione delT Harnack in 
proposito. 

59. Dei risultati precedenti ora ci gioveremo per esaminare il caso di un 
area qualunque a connessione semplice, giacente tutta a distanza finita. Qui mi 
sembra utile riferire esattamente le ipotesi che fa THarnack circa la natura del- 
l' area, affinchè si possa veder chiaro fino a qual punto siano valide le sue 
ricerche (*). 



(') A. Harnack, " Die Grundlagen der Thoorie des logarithmischen Potentiales 
nnd der eindeutigen Potentialfunction in der Ebene " (Leipzig 1887) Cap. IV, p. 109. 
(-j A. Harnack, loc. cit. p. 116. 

VOL. XL. 12 
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Un continuo connesso piano è un sistema di punti tale che, per ciascun 
ponto, si può circoscrivere un campo piano in guisa cl)e ogni campo app*%rtenga 
al sistema e da un punto P qualsiasi del sistema si può giungere ad un altro 
punto qualunque del medesimo, mediante una serie continua di segmenti retti- 
linei i cui punti , con i loro campi , fanno tutti parte del sistema. I punti P' 
del contorno del continuo connesso, sono quei punti del sistema, nella cui im- 
mediata vicinanza, giacciono tanto dei punti P quanto dei punti non apparte- 
nenti al sistema. 

Affinchè un continuo connesso piano formi un' area semplicemente connessa 
si richiede che i punti del contorno formino una tal serie continua che , par- 
tendo da un punto P' qualsiasi, e percorrendo il contorno sempre nello stesso 
verso, sì giunga in P' dopo aver incontrato tutti i punti del contorno una sol 
volta. Esprimendo questo concetto analiticamente: se x^z{t)j y=i^{t) sono lo 
coordinate rettangolari di un punto P', dove <p e ({/ debbono essere funzioni mo- 
nodromc e continue del parametro f, occorre che mentre t varia con continuità 
da ^„ a f, , si ottengano tutti i punti del contorno, ciascuno una sol volta e dip- 
più corrisponda un unico punto ai valori t^ e t^ del parametro t. Del resto le 
funzioni if e 4^ sono affatto arbitrarie; che so la curva di contorno fosse rettifi- 
cabile, come parametro t potrebbe essere assunta la lunghezza s dell'arco (come, 
ad esempio, nelle curve analìtiche (§ 15)). 

L'area semplicemente connessa, cosi definita, può però contenere un certo 
numero di tagli i quali vadano da un punto del contorno ad un punto d' una 
curva situata neirinterno deirarea ; questi tagli si devono considerare anche 
come facienti parte della curva del contorno ; i loro punti devono perciò essere 
contati due volte in un giro intero fatto sul contorno. Chiameremo curva C la 
totalità di tutti i punti del contorno. 

60. Assumiamo ora un punto qualunque dell' area come polo : si vuol 
provare V esistenza della funzione di Green relativamente al punto (*). A 
tale effetto THarnack considera l'area proposta come il limite di una serie in- 
definita di aree poligonali P, , P^ , . . . le quali sono soggette a tre condizioni : 
la ogni poligono deve giacere tutto all'interno di C ; 2^ il contorno 'di ogni po- 
ligono P„ deve giacere tutto all'interno del precedente polìgono P^_, ; 3" il po- 
ligono P„ , per valori crescenti di n , deve avvicinarsi indefinitamente alla curva 
C. Basta perciò formare una serie ^i , ^i , . . . £^ , . . . di numeri tutti positivi , 
che tendono verso zero, per n crescente indefinitamente e tracciare ogni poligono 
P,t ad una distanza minore di s^ dalla linea di contorno. 

Ciò posto, si formino per queste diverse aree poligonali, le funzioni di Green 
relative al polo e siano <7i , </a , . . . , ^^ > • • • • Clou un processo di conver- 
genza analogo a quello che abbiamo veduto usato dallo Schwarz (§ 15), THar- 
nack dimostra che la funzione g cosi definita : 

è la funzione di Green dell'area proposta, relativamente al punto 0. 



(•) Ved. anche J. Riemann, « Sur le problèma de Dirichlet » Pari. IV. 
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Il metodo dell* Harnack , testé esposto, non si applica a campi di tre di- 
mensioni (*). 

§ 18. Metodo di Robin. 

61. Si abbia un conduttore carico S, abbandonato a sé stesso e sottratto a 
qualsiasi influenza esterna: relettricità si distribuirà, alla sua superficie o, in 
modo che questa rappresenti una superficie di livello, cioè a dire il potenziale 
avrà un valore costante ed eguale in tutti i suoi punti. Una distribuzione elet- 
trica in un conduttore, nelle condizioni anzidette, si dirà distribuzione elettrica 
naturale (-;. Ordinariamente la carica del conduttore / nella distribuzione na- 
turale, si assume eguale all'unità ('). La funzione 7(x,y,z), armonica in tutto 
il campo esterno ad S, che prende su e il valor costante 1 ed è nulla all' in- 
finito, si dirà col Neuraann (^) potenziale di distribuzione naturale. 

Trasformiamo ora la superficie a per raggi vettori reciproci , assumendo 
l'unità come coefficiente della trasformazione : e si trasformerà in un' altra su- 
perficie 2 e 7 (x\ y , z) in un' altra funzione ^ ^5 ? ^ ? ?)> armonica entro lo si)azio 
limitato da 2^ e che assumerà su £ il valore 1. Allora la funzione 

r 

(r denotando la distanza di un punto M interno a I da un punto 0, parimente 

Interno ed assunto come polo) è armonica entro 2 e prende su 1 il valore — -; 

consegaentemente (§ 3) si conoscerà la funzione di Green G (e , vj , ij relativa 
alla superficie 1 ed al polo ; essa è cosi definita 

Segue ancora che si sa risolvere il problema dei valori al contorno per lo 
spazio limitato dalla superficie 2). Si ha dunque l'importante teorema : 

« Quando si sappia risolvere il problema della distribuzione naturale per 
un conduttore S, si sa pure risolvere il problema dei valori al contorno per lo 
spazio che è il trasformato per raggi vettori reciproci di S ». 



(*) Cfr. in proposito, Dahem, " Électricitó et Magnétisme „ t. I p. 263. 

(') A. Harnack , " Die Grundlagen „ § 27. Cfr. Duhem , " Électricitó et 

Magnétisme ^ t. I, Cap. X. 
(*) Dahem, loc. cit. 
(*) Neumann^ ** Untersuchungen ^ p. 71, 
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62. Messa in evidenza L'importanza della ricerca della distribuzione natu- 
rale esistente su un conduttore, per la soluzione del problema dei valori al con- 
torno , dobbiamo riassumere un metodo dì Robin (') (analogo al metodo della 
media del Neumann), diretto a risolvere il problema della distribuzione naturale 
per un conduttore limitato da una superficie del secondo ordine (*). 

Sia M un punto fisso assunto sulla superficie e dì un conduttore S , w' la 
normale a e nel punto M, ma diretta verso Testerno del conduttore ; P un altro 
punto preso su un elemento variabile do di superficie. La densità elettrica p^ > 
considerata come funzione dei punti della superficie, soddisfa alla equazione 



j 9 :. ang(PM,70 
211 ' *^P r* 



^ 1 r ^ cos 9 

~ 9Tt I 



?m = h:- Lp.— t ^^- ( r = PM 



Tutto il metodo del Robin si fonda sulle proprietà di questa equazione, detta 
appunto equazione di Robin. 

Sìa f una funzione dei punti M del contorno o , sog<^ctta alle sole condi- 
zioni di monodromla e continuità, e, del resto, arbitraria. Supporremo che iiuesta 
funzione sia posiiiva in lutti i punti M. 

Il liobin prendo in esame una serie illimitata di funzioni, così definite . 

M 2lC / a p r* 

e con un procedimento, affatto analogo a quello della media aritmetica , dimo- 
stra che, per n crescente indefinitamente, si ha : 



{}) G. Robin, " Sur la distribution de V électricité k la snrface des condncteurs 
fermés et des conducteurs ouverts „ (Annales de V École normale supérieure, Serie 
III, t. Ili, (Supplemento 1886). Ved. pure G. Robin, "Distribution de T électricité 
sur une surface fermée convexe (Gomptes Rendus, t. 104, p. 1834, (1887 ). 

(*) Cfr. Duhem, loc. cit. e Picard, " Traité d' Analyse „ t. I Gap. VII. 
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dove K denota una costante non nulla, e^ la densità della distribuzione naturale 
nel punto M. 

La costante K si determina osservando che devo essere Jo «^ ^^^ = 1 ; ap- 
punto perche si tratta di distribuzione naturale; quindi 



Conseguentemente si ha: 






Con questa formola si determina la distribuzione naturale su tutta la superficie 
del conduttore. 

§ 19. Metodo del ^balayage:^ di Poincaré, 

63. Il Poincaré offre un' altra soluzione del problema della distribuzione 
naturale , nel procedimento che egli denomina metodo del halayage {}), Questo 
metodo, che egli poi estende facilmente alla soluzione più generale del primo 
problema dei valori al contorno, ò valido per ogni Conduttore C di cui la super- 
ficie (concava o convessa) ammette in ogni punio un piano tangente determinato, 
salvo un numero discreto di punti conici ordinari. 

Tutto il procedimento del Poincaré si fonda sui due teoremi che seguono. 

Immaginiamo il punto P, interno alla sfera S , sede di una massa elettrica 

eguale ad 1; il potenziale dovuto a questa massa sarà eguale a = in un punto 

MP 

generico M dello spazio. S' immagini ora questa stessa massa elettrica tolta da 

P e distribuita su tutta la superficie della sfera, con una densità che, in ogni 

elemento w della superficie sferica, varii in ragione inversa di wP . Orbene: 

Teorema lo « Il potenziale W della massa elettrica così distribuita, è eguale 

ancora a r= in ogni punto M esterno , ed è minore di ■=. in ogni punto in- 
MP MP 

terno alla sfera S (*) ». 



{}) Poincaré, ^ Sur les équations aux dérivées partielles de la Physique Mft- 
thématìque „ (American Journal of Mathematics, t. XII. 1890, p. 211). Cfr. anche 
Poincaré, ** Thóorie du potentiel newtonien „ Cap. VII. Il metodo del " balayage „ 
fu esposto la prima volta in una Nota (Poincaré, " Sur le problème de la distribution 
électrique „) inserita nei " Coraptes Readus des séances de V Académie des Sciences 
pour 1887 „ e non si applicava che alla sola risoluzione del problema della distri- 
buzione naturale. 

{-) Il Poincaré dimostra pure il teorema: " Si può sostituire ad una massa 
elettrica Q, esterna ad una sfera S, uno strato elettrico equivalente, sulla superficie 
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La massa elettrica distribuita suila sfera nel modo testé indicato, si dirà lo 
strato equivalente alla massa unica P. L' operazione mediante la quale ad o^ni 
massa elettrica, eventualmente esistente entro una sfera S; si sostituisce lo strato 
equivalente sulla superficie della sfera, si dirà vuotare la sfera S (^). 

Teorema 2.^ «È sempre possibile costruire un sistema di sfere, in numero 
infinito: 



S, , Sj , S, , 



(l'indice n essendo un intero positivo) tali che: a) ogni sfera sia tutta esterna al 
conduttore; h) ogni punto dello spazio esterno al conduttore sia interno ad una 
almeno delle sfere del sistema ». 

64. Ciò premesso descriviamo una sfera £ di centro e di raggio R, che con- 
tenga nel suo interno il conduttore C, e distribuiamo sulla superficie I uno strato 

uniforme di elettricità con densità •-— . Detto V© il potenziale di questa distri- 

4t:R 

buzione, sarà evidentemente Vq =^ 1 per tutti i punti interni a I e, in particolare, 

R 
per tutti i punti di C, e Vq = == per lutti i punti M esterni a I, Si ha dunque la 

UM 

limitazione seguente per V^: 

0<Vo<l, 

e, inoltre, -h/r^:^^ V,, = 0. Ora, se consideriamo il bistema delle sfere S^ , poi- 
ché ogni punto della superfìcie di £ , è interno ad una almeno di queste sfere , 
avverrà che alcune delle sfere S^ conterranno delle masse elettriche, le altre no. 
Diciamo S, una delle sfere contenenti elettricità; ebbene vuotiamo S,; poi vuo- 
tiamo Sj , se questa sfera contiene elettricità, e via di seguito. Bisogna vuotare 
successivamente le sfere in un ordine tale che ognuna di esse sia vuotata una 
infinità di volte; perciò basterà vuotare le sfere neir ordine seguente: 

SjS, , 8,8,83 ; 8,8^8384 , 8,8,838483 , 8, . . . , , 

con r avvertenza che non si deve tener conto di quelle sfere che potessero non 



di 8., di cui il potenziale sia eguale a quello della massa Q , dentro 8 , e minore 
all'esterno di S j^. Vi è però una dififerenza fra i due casi: lo strato elettrico equi- 
valente ad una massa interna ha una massa totale eguale alla primitiva ; lo strato 
equivalente ad una massa esterna, ha una massa totale minore della primitiva. 

{*) Alla parola « balayer », usata dal Poincaré, mi sembra si possa sostituire 
quella, forse più comprensiva, vuotare. Questa, ad ogni modo, è 8em|.re preferibile 
alla traduzione letterale di « balayer >. 
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contenere masse elettriche, quando venisse il loro turno. Ad esempio ; se dopo 
la 4* operazione, Sj non contenesse masse elettriche, si prenderebbe al suo po- 
sto, S4. 

II potenziale V„ , dopo la prima operazione; diventerà V, ; V, , dopo la se- 
conda operazione, diventerà Vj ; . . . ; dopo Vn^^^'^^ operazione il potenziale sarà 
V^. Qual sarà il valore di V;, in un punto M dello spazio ? Se M è interno alla 
sfera vuotata alla n**^*"* operazione , deve aversi evidentemente V^ = V^_, ; se 
M è esterno sarà invece V,^ < V^.,. Avrà quindi luogo la relazione 

Dunque , in un punto qualunque dello spazio , V^, è sempre decrescente o, 
almeno, non è mai crescente, col crescere dell' indice n; e si noti che è in ogni 
caso, V, > (^). Segue che , per n crescente indefinitamente , V,, tende verso 
un limite ben definito, in ogni punto M esterno al conduttore, che diremo V. 

Il Poincaré dimostra facilmente che V è una funzione armonica e , dippiù, 
che quando il punto M si avvicina indefinitamente al conduttore , V tende al- 
l'unità, e che, quando M si allontana all' infinito, V si riduce a zero. 

Il problema della distribuzione naturale è cosi risoluto. 

65. Ora vediamo come il Poincaré applica il metodo del « balayage » alla 
soluzione del problema dei valori al contorno. 

Sia a una superficie che divida lo spazio in due regioni: Tuna interna, l'al- 
tra esterna a e; diciamo U una funzione data in tutti i punti di e. Supponiamo 
8i possa trovare una funzione Vo(^) y, z\ finita e continua in tutto lo spazio, in- 
sieme alle sue derivate del 1» ordine, che sia nulla air infinito e si riduca ad U 
nei punti di a. Distinguiamo due casi: 

1^ Caso — Sia AjVn costantamente negativo. Se poniamo p = - ♦— , si pò- 

tra certo riguardare la funzione V© come il potenziale dovuto ad una massa elet- 
trica distribuita in tutto lo spazio, con densità p e sempre positiva. 

Costruiamo ora il sistema delle sfere S,- e vuotiamo le sfere del sistema 
in modo che ciascuna di esse sia vuotata un' infinità di volte. Detto V,, il va- 
lore di Vq, dopo la n^*»'^ operazione, e, poiché si tratta di masso elettriche po- 
sitive, avremo: 

Vn<V,^. e V,>0, 
(per un punto interno a e si ha V^ = V©). Se diciamo V il limite di V„, per n 



Q) Sulla sfera £ si aveva uno strato elettrico uniforme e positivo; le opera- 
zioni successive di " balayage „ non possono introdurre masse elettriche negative; 
giacché il ^ balayage „ di una sfera sostituisce, alle masse elettriche positive, interne 
alla sfera, strati positivi equivalenti sulla superficie. 
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Crescente indefinitamente, si dimostra, col Poincaré, che la funzione V è armo- 
nica in tutto lo spazio esterno a o e prendo su o i valori U prescritti. 

2^ Caso — Si supponga che A^Vq non abbia più un segno costante. Po- 

\ V 

sto ancora p = - --~~ , si può riguardare Vq come il potenziale di masse 
4t: 

elettriche distribuite in tutto lo spazio, ma non tutte positive, e quindi si può 

scrivere 

dove V'o e V^ indicano rispettivamente i potenziali dovuti alle masse elettriche 
positive ed alle masse elettriche negative cambiate di segno. Se U' ed U" sono 
i valori rispettivi di V'y e V"q su o, si avrà 

U =^ U' - U". 

Ma, poiché V'^ e V"© sono i potenziali di masse elettriche positive , si po- 
trà sempre (Caso I) costruire due funzioni V e V", armoniche air esterno di o , 
e che si riducono rispettivamente ad U' e U" su e. Allora la funziono 

risolve il problema, poiché é armonica in tutto lo spazio esterno a o e prende 
su e i valori U assegnali. 

Si è così stabilito il teorema di esistenza relativamente al primo problema 
dei valori al contorno, e per il campo esterno a o. Per il campo interno non si 
ha alcuna variazione notevole nel procedimento riferito innanzi. 

66. Conviene osservare che, nel metodo del « balayage », il Poincaré si serve 
della funzione di Green della sfera (§ "ó). Inoltre , mentre nel metodo della me- 
dia di Neumann , ai parte da una funzione armonica e da questa si deducono 
altre funzioni armoniche, soddisfacenti sempre meglio alle condizioni fissate sul 
contorno, nel metodo del « balayage » si parte invece da una funzione che sod- 
disfa soltanto alle condizioni sul contorno e da essa si deducono altre funzioni 
di cui ognuna é più armonica della precedente, cioè soddisfa meglio air equa- 
zione di Laplace {}\ 

Il metodo del Poincaré ò stato applicato al potenziale logaritmico da A. Pa- 
raf (*). Però, per Tapplicazioue del metodo, si deve ammettere come risoluto il 



(}) Cfr. Pockels, " Ùber die partielle Differentialgleichung AjW + Vu — und 
deren auftreten in der mathematischen Physik „ p. 26B. 

(*) A. Paraf , « Sur le probléme de Dirichlet » (Annalea de la Facuitó dea 
Sciences de Toulouse t. VI, 1892). 
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problema dei valori al contorno per V area a foggia di corona circolare e per 
r area di cui il contorno è formato da un' ellisse e dalla porzione di retta che 
unisce i fuochi, considerata come retta doppia (*). Il metodo poi vale per qua- 
lunque area; a connessione semplice o multipla, il cui contorno ammette, in ogni 
punto, una tangente determinata, salvo un numero discreto di punti singolari, 
qualunque sia d'altronde la natura di questi (^). 

§ 20. Le « funzioni armoniche fondamentali » di Poincaré e le ricerche 

di E. Le Boy. 

67. Partendo dai metodi del Neumann e del Poincaré, per la dimostrazione 
del teorema di esistenza , sono stati recentemente ottenuti nuovi ed importanti 
risultati dal Poincaré stesso e da E. Le Roy, A. Liapounoff, W. Stekiofif, A. Korn 
ed E. B. Neumann. 

Il Poincaré, nelle sue ultime memorie sull'argomento ('), si preoccupa di 
assicurare una maggiore generalità ai procedimenti del Neumann, non tanto (come 
egli osserva) per il Principio di Dirichlet, il quale è già stabilito col metodo del 
« balayage > , ma perchè i procedimenti del Neumann mettono in luce la per- 
fetta identità delle funzioni armoniche e dei potenziali newtoniani (*). Egli , 
adunque, fondandosi sul metodo del « balayage », si propone di dimostrare la va- 
lidità del Principio di Neumann per tutte le superfìcie semplicemente connesse. 
Prende perciò, innanzi tutto, in esame il seguente problema (^j: 

Diciamo o un contorno chiuso e O una data successione di valori finiti e 
continui sui punti di o: si vuol trovare, sulla superfìcie o , una doppia distribu- 
zione tale che il potenziale risultante soddisfi, in ogni punto di a, alla relazione: 

V<.-V„ = X(V,. + V„) + 2* (1) 

dove A indica un certo parametro. 



(*) Per r esame di questi casi particolari Cfr. Piofrd , ^ Traitó d' Analyse „ 
t. II, pp. 103 e 286. 

(') Nella citata memoria del Poincaré è anche considerato il caso in cui la 
funzione U, data sul contorno, non è più continua. Per V esame di questo caso ri- 
mando il lettore alla sullodata memoria. 

('; Poincaré , '^ Sur les équations de la Physique mathématique „ (Rendiconti 
del Circolo matematico di Palermo, t. Vili, (1894), pp. 57-155); " Sur l' équilibre et 
le mouvement des mers „ (Journal de Mathématiques puree et appliquées, (1896), 
pp. 57-102); e, in particolare modo, « La méthode de Neumann et le problème de 
Dirichlet » (Acta Mathematica, t. XX, (1895-96-97) , pp. 59-142j. 

(*) Poincaré, « Théorie du potentiel newtonien » Gap. IX, p. 327. 

(') La parte sostanziale di queste ricerche è esposta nella memoria pubblicata 
nel t. XX degli « Acta Mathematica ». 
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È facile vedere che questo problema , che il Poincaré chiama problema di 
Neumanriy contiene come caso particolare il primo problema dei valori al con- 
torno. Difatti, per X =: - i, la (1) si riduce a V,-, = 0; ora, siccome V^ è una fun- 
zione armonica air interno di o, la quale , in prossimità di o, prende la data 
successione di valori <t>, si vede che il caso di X - — 1 compete al proble- 
ma dei valori al contorno interno. Invece per X = + 1 , si ha il problema ester- 
no , giacché V^ è armonica all' esterno di o , e , in prossimità di a , assume la 
successione dei valori — €>. 

Orbene il Poincaré dimostra la perfetta validità dei metodi del Neumann 
(e del Robin) per la trattazione del problema su enunciato, anche quando a è 
una superficie semplicemente connessa (^) , purché siano verificate le condizioni 
seguenti: 

l.a Sia stato dimostrato il Principio di Dirichlet indipendentemente dal me- 
todo del Neumann (ad esempio col metodo del « balayage >), 

2.a La superficie o ammetta la « trasformazione di Poincaré ». 

3.» La funzione , data tuo, ammetta le derivate di tutti gli ordini, fi- 
nite e continue. 

Noi diremo che la superficie a ammette la trasformazione di Poincaré (*) 
quando: 

a) ad ogni punto (x j y, «^ dello spazio dato, corrisponde un solo punto 
{x\ y\ z') dello spazio trasformato ed inversamente; 

b) le coordinate x, y, z sono funzioni continue di a?', y' , z' ed inver- 
samente; 

e) le derivate dei due primi ordini delle x, y, z rispetto alle a)', y', »' sono 
finite per tutti i valori di x\ y\ 2' ed inversamente; 

d) se il punto {x , y , z) descrive 0, il punto (ac', y', e') descrive la sfera 
x'« + y'* 4- z'* = 1; 

e) ad ogni punto dello spazio dato, interno od esterno a a , corrisponde 
nello spazio trasformato, un punto rispettivamente interno od esterno alla sfera; 
ai punti infinitamente lontani del primo spazio corrispondono i punti infinita- 
mente lontani del secondo (*). 



(*) Diremo che un campo S , limitato da una superfìcie , è semplicemente 
connesso, se una superficie qualunque chiusa, contenuca in S, può con una defor- 
mazione continua , ohe non le faccia mai incontrare il contorno a , ridursi ad un 
pmto di S. 

(*) Per questa denominazione, ved. A. Kom, " Lehrbuch der Potentialtheorie „ 
t. II, p. 357 (nota). 

(^) Se il campo limitato da g è semplicemente connesso, questa trasformazione 
è possibile e comporta una grande arbitrarietà. Essa rappresenta la deformazione 
di un corpo elastico che si suppone dapprima riempia la sfera e che poi, senza pro- 
durre alcuna rottura, va ad occupare tutto il campo. Cfr. Le Roy, " Sur V integration 
des équations de la chaleur „ (Annales scientifiques de V École normale supérieure, 
t. XV, (1898; p. 37). 
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Dunque, mentre le dìseguaglianze fondamentali che presiedono alla validità 
del metodo della media (efr. § 14) sono state trovate dal Neumann nel caso, e 
per il solo ciisO; che il contorno considerato sia convesso, nella citata memoria 
degli « Acta Mathematica » si rileva che il metodo del Neumann riesce anche 
quando il contorno non è più convesso, purché sia semplicemente connesso , e 
la prova è fondata sul Principio di Dirichlet. 

Il Poincaré tuttavia osserva che, probabilmente, le sue conclusioni hanno va- 
lore indipendentemente da qualsiasi limitazione riguardo air ordine della con- 
nessione del campo considerato. 

68. Allo scopo di rischiarare la via per la quale è stato condotto alle con- 
clusioni sviluppate nei primi cinque capitoli della sua memoria, il Poincaré, nel 
capitolo VI, introduce il concetto di funzione armonica fondamentale annessa ad 
una superficie chiusa a, cioè funzioni che sono potenziali newtoniani di semplici 
strati di materia distesi sulla superficie a. 

E noto che le funzioni di Laplace , (o funzioni sferiche) e le funzioni di 
Lamé possono servire a costruire delle serie di termini semplici convergenti le 
quali danno la soluzione del problema dei valori al contorno rispettivamente nel 
caso della sfera e dell' ellissoide. Ora sorge V idea di vedere se, per una super- 
ficie qualunque a, esistono delle funzioni fondamentali 0^ le quali rappresentino, 
per la superficie data, ciò che le funzioni di Laplace o di Lamé rappresentano 
per la sfera o per rellissoide e in guisa che si possa sviluppare la data funzio- 
ne fy dei punti del contorno o, per una serie procedente secondo le <t, , cioè 

dove le A, indicano delle costanti. Se un tale sviluppo è possibile, i coefficienti 
A, si calcolano in modo analogo ai coefficienti della serie di Fourier: essi si pre- 
sentano sotto fonna d' integrali estesi al contorno o e formati con le funzioni 
fondamentali e con la funzione data /. Quindi il problema dei valori al contorno 
è di immediata risoluzione. 

69. Le ricerche del Poincaré sono state messe a profitto, con molta abilità, 
da E. Le Roy. Questi , in una elaborata memoria (') , in cui tratta i problemi 
fondamentali della teoria del calore, osserva che se il metodo del « balayage » 
è utilissimo come metodo di prova del teorema di esistenza , lascia però inco- 
gnita la forma analitica della soluzione. Si propone quindi di trovare la espres- 
sione della funzione armonica cercata, mediante una serie di funzioni armoniche 
semplici che sono le funzioni fondamentali del Poincaré , delle quali il Le Roy 
riesce a provare l'esistenza (*). 



(*> E. Le Koy, ^ Sur l' integration des équations de la chaleur ,, (Ann. de T Éc. 
norm. sup., t. XtV (1807; pp. 379-465, e (seguito; t. XV, (1898) pp. 1-178). Vedi 
anche Comptes rendus, t. 125» (1897) p. 756. 

(•) Circa r esistenza delle funzioni fondamentali , ved. pure W. Stekloff, " Sur 
r existence des fonctions fondamentales „ (Comptes rendus, t. 128 (1899j p. 808). 
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Sia W il potenziale newtoniano di una semplice distribuzione sol contorno o; 
diciamo T il campo in temo e T' il campo esterno a e; di = dxdydz un elemento 
del primo spazio, e d'i* z= dx'dy'dz' un elemento del secondo spazio. Indichiamo, 
inoltre, con W e W rispettivamente i valori di W in T e in T'. Quando il punto 
(ar, y, z) si avvicina ad un punto s di o, i^estando però dentro o, W avrà un li- 
mite V , quando il punto (se' , y' , z') si avvicina allo stesso punto s , restando 
esterno a o, W avrà un limite V. Poniamo: 

J + J* 

Considerato che il rapporto — = — è sempre positivo, e quindi limitato infe- 
riormente, prendiamo in esame, fra tutti i potenziali W, quelli per i quali è I = l; 
e, fra questi ultimi, quello che farà prendere a J + J' il valor minimo. Sia W, 
un tal potenziale; orbene W, è la prima funzione armonica fondamentale. Ora 
si trova che esiste sempre una costante 5i, positiva e non nulla, tale che: 

dn^ dn^ 

con £, = J, +J'|, dove J| e J', sono ciò che diventano rispettivamente J e J' 
quando si sostituisce W| a W. 

Prolungando questo procedimento, si vede che le funzioni armoniche fon- 
damentali 

W, , W, , , W^, 

sono dei potenziali di semplice distribuzione portate da a e verificanti le re- 
lazioni 

J,Vp* do = 1 ; 5p = Jp + J'p ; J.VpV, do = (p =|= q). 

Il Le Roy poi dimostra che la funzione armonica f che si cerca, e che 
deve prendere su e la data successione di valori *, è suscettibile di un' espres- 
sione analitica esplicita^ mediante la serie di funzioni fondamentali: 

2:ApWp, 

di cui la convergenza uniforme è rigorosamente provata. Si ha dunque la so- 
luzione sotto forma di un potenziale newtoniano di distribuzione semplice (*) , 



(*) Per la possibilità dello sviluppo di una funzione data secondo le funzioni 
armoniche fondamentali del Poincaré, confrontare anche W. Stekloff, ^ Sur le dé- 
veloppement d' une fonetion donnée suhrant les fonctions harmoniques „ (Comptes 
rendus, t. 128, (1899.) p. 279). 
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Tutta la ricerca presuppone stabilito anzitutto il Principio di Dirichlet (ad 
esempio col metodo del <c balayage s>) ed è subordinato alle condizioni seguenti: 

1^ che il contorno o sia costituito da un numero finito di superficie chiuse, 
ciascana formata da una sola falda analitica regolare (^)\ 

2.* che la funzione 4> abbia le derivate continue di tutti gli ordini , ri- 
spetto alle due coordinate curvilinee u e v che individuano la posizione di un 
punto su 0. 

§ 21. Ricerche di Liapounoff e di Kom. 

70. Allorquando si vuol risolvere il problema dei valori al contorno, per il 
campo esterno ad una superficie chiusa o , occorre , com' è noto, ricercare una 
funzione armonica di quel campo, che si annulli air infinito, ed assuma sulla su- 
perficie a, una data successione di valori /. In particolare , per f = costante , si 
presenta il problema elettrostatico , cioè la ricerca della distribuzione dell' elet- 
tricità in equilibrio sulla superficie a d'un conduttore, sottratto ad ogni infiuenza; 
od anche^ come suol dirsi, la ricerca della distribuzione naturale del conduttore. 

Ora si comprende che quando anche sia stata dimostrata V esistenza di una 
soluzione del problema dei valori al contorno, per potere affermare altresì la 
possibilità del problema elettrostatico, bisogna dimostrare V esistenza della fun- 
zione atta a rappresentare la densità della distribuzione; e, poiché la densità di 
uno strato elettrico in equilibrio nei punti di a, non difTerisce che per un fattor 
costante dal valore , in quei punti , della derivata normale della funzione armo- 
nica cercata, possiamo dire che la possibilità del problema elettrostatico sarà as- 
sicurata , quando si sarà dimostrata V esistenza di quella derivata normale in 
ogni punto di g. 

Il LiapounofT (^) , osservando che i vari metodi che sono stati proposti per 
la dimostrazione del teorema di esistenza non fanno vedere se i valori della de- 
rivata normale, sul contomo e, esistono e sono finiti e determinati, ha cercato di 
colmare questa lacmia. Egli , fondandosi su una sua precedente ricerca (^; , sui 
potenziali di doppia distribuzione, è riuscito a dimostrare che la funzione armo- 
nica incognita , la quale deve ridursi ad una costante su o , ammetterà in ogni 
punto di o, non solo la derivata normale , ma anche dei valori finiti e determi- 
nati per le sue tre derivate parziali del lo ordine, rispetto alle coordinate, sem- 



(*) Una cosiffatta sarebbe quella formata di una grande sfera, e di un el- 
lissoide ed un toro esterni l'uno all'altro ed interni alla sfera. 

(*) A. Liapounoff, « Sur certaines questions qui se rattachent au problème de 
Dirichlet > (Journal de Mathématìqnes pures et appliquées), Serie V, t. IV, (1898) 
pp. 241-311). 

(') A. Liapounoff, ^ Sur le poteutiel de doublé conche ,, (Coniptes rendus , 
t. 1250, (1897) p. 694). 
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prechè il metodo del Neumann sia applicabile alla snperflcie o e dippiù siano ve- 
riàcate le condizioni seguenti: 

1,^ in ogni punto di e esista un piano tangente determinato; 
2.a intorno ad ogni punto p di o si possa descrivere una sfera di raggio D, 
piccola a piacere, tale che una parallela alla normale a. e in p, non possa in- 
contrare 0, dentro la sfera, che in un sol punto; 

3.a r angolo acuto & che fanno le normali a a in due punti qualunque p 
e p' di 0, soddisfa alla condizione & < ar^, dove r indica la distanza pp' ed a, 
a sono due numeri positivi da assegnarsi convenientemente ed indipendenti dalla 
scelta dei punti p e p'. 

Sotto queste condizioni si dimostra che il metodo del Robin dà sempre la 
soluzione del problema della distribuzione elettrica per il conduttore e. 

Il Liapounoff esamina infine il caso generale del problema dei valori al con- 
torno, sia per il campo interno sia per il campo esterno a a, e, ammettendo ve- 
rificate le precedenti condizioni, dimostra che, affinchè la cercata funzione ar- 
monica V, che deve ridursi su o ad una funzione continua f , ammetta la deri 
vata normale regolare su o, è necessario e sufficiente che la fanzione: 
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^cosO , 



/dW \ /dW\ 
ammetta le due derivate normali (t") e (-^) le quali siano entrambe re- 
golari su a, e d'altra parte, si abbia: 

/aw\ __ /dw\ 

\dn fi~ \bn )$^ 

in tutti i punti di a. R indica la distanza del punto p, dell* elemento di saperfi- 
eie da, da un punto qualunque P del campo e l'angolo formato dalla normale 

interna a o, nel punto />, e dalla direzione pP. 

71. Le ricerche dello Stekloflf (^), fondate sulle mentovate memorie del Poin- 
caré e del LiapounoflF, hanno per scopo di svincolare il problema elettrostatico 
dalle proprietà delle derivate normali dei potenziali di doppia distribuzione e 



(^) W. Stekloffy ^ Les méthodes générales pour résoudre les problémes fon- 
damentaux de la Physique mathématique ^ (Annales de la Faculté des Sciences de 
rUniversitó de Toulouse, Serie II, t. II, (1900) pp. 207-272). Ved. pure W. Stekloflf, 
^ Le problème de la distri bution électrique et le problòme de C. Neumann ^ (Comptes 
rendus), t. 125** (1897) p. 1026) ; " Sur les problémes fondamentaux da la Physique 
mathématique „ (Comptes rendus, t. 128o, (1899) p. 588); ^ Sur les problémes de 
Neumann et de Q-auss „ (Comptes rendus, t. 130^, (1900) p. 480). 
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dal Principio di Dirichlet. Quindi, indipendentemente da questo Principio, lo 
Stekloff dimostra che il metodo del Robin dà la soluzione del problema elet- 
trostatico per ogni superficie chiusa a che soddisfa alle condizioni 1.», 2.» e 3.^ 
del Liapounoffy ed alle quali sia altresì applicabile il seguente teorema, eh' egli 
chiama teorema fondamentale: 

« Sia V una funzione armonica alt' interno ed all' esterno della superficie 
data 0, avente le proprietà del potenziale di semplice distribuzione e soddisfa- 
cente alla condizione 



11 rapporto: 



ha un limite superiore finito e un limite inferiore diverso da zero, se a soddi- 
sfa alle condizioni 1.% 2.» e 3.* del Liapounoff ed ammette la trasformazione di 
Poincaré (*) ». 

Lo Stekloff, senza neppur valersi del Principio di Dirichlet, dimostra che 
il metodo della media del Neumann è applicabile a tutte le superficie o che sod- 
disfanno alle condizioni su riferite, purché la successione di valori / data sia sol- 
tanto continua su o. 

72. Mi limiterò, finalmente, ad accennare Tindirizzo seguito da A. Eorn nei 
suoi recentissimi lavori (*). 

Come si è veduto nel § precedente , il Poincaré è riuscito ad estendere la 
legittimità del metodo della media a tutte le superficie semplicemente connesse, 
sotto tre condizioni: 1.» che sia dimostrato per altra via il Principio di Dirichlet; 
2> che la superficie data ammetta la trasformazione di Poincaré; 3.» che la suc- 
cessione di valori /, prescritta , possegga le derivate di tutti gli ordini finite e 
continue. Ora il Korn si è proposto di dimostrare che i metodi dei Neumann 
sono ancora validi, indipendentemente dalla 1.» condizione e che la seconda con- 
dizione è verificata quando la superficie a è convessa verso un punto interno, 



(^) Alla fine della sua memoria lo Stekloff conclude che le soluzioni di tutti 
i problemi classici della fisica-matematica, si possono ricondurre alla dimostrazione 
completa del teorema fondamentale. 

(*) A. Korn, ** Lehrbuch der Potentialtheorie „ t. I, Berlino, 1899 ; t. II, 1901. 
Ved. pure A. Korn, « Ùber Losttngen des Dirichlet' schen Problems, welche durch 
eine Combination der Methodea von Neam\an und Schwarz gefuoden werdea » 
(Mathematische Annalen, t. 53 (1900) pp. 593 608). 
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08$ia esiate almeno un punto interno a a dal quale non si possa condurre nes- 
sun piano tangente alla superficie considerata. £ il Eorn osserva che pur aven- 
dosi, con questa ipotesi^ una minore generalità delle ipotesi del Poincaré , per 
quanto riguarda la natura del contomo , tuttavia vi è una maggior generalità 
per ciò che si riferisce alla successione di valori fy giacché il Korn suppone 
solo che f sia continua e che le sue derivate prime possano essere discontinue 
lungo un certo numero di linee separate. 

Per sviluppare le sue ricerche il Korn non si serve delle funzioni prima- 
rie fondamentali W^*^ (ved. § 14, n. 44) , ma di certe funzioni secondarie fon- 
damentali, le quali hanno una diversa espressione nei due casi del problema 
intemo e del problema esterno , e sono legate alle W^**^ del Neumann , come 
appresso: 



73. In una memoria testé apparsa nei « Mathematische Annalen (*) », C. Neu- 
mann si occupa delle ultime memorie del Poincaré, delle ricerche del Korn e di 
due teoremi di E. R. Neumann (*). Circa V importanza di questi lavori , così si 
esprime: « Man m5ge bedenken, dass ich den Poincaré' schen Untersuchungen 
ein ganz ausserordentliches Verdienst beilege; und man mòge ferner beden- 
ken dass die Arbeiten von A. Korn und E. R. Neumann, nach meiner Ansicht, 
einen hochst schfttzbaren weiteren Fortschritt repràsentiren , insofem als durch 
sie die gennanten Untersuchungen losgel5st wordem sind vom Dirichlet'schen 
Princip. ». 



(*) C. Neumann « Ùber die Metbode des arithmetischen Mittels, insbesondere 
ttber die Vervollkommungen, welche die betrefFenden Poincaré' schen Untersuchungen 
im letzter Zeit durch die Arbeiten von A. Korn und E. R. Neumann erhalten haben „ 
(Mathematische Annalen, t. 54, pp. 1-48). 

(') A pag. 40 della citata memoria di C. Neumann. 
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CONTRIBUTO ALLA DEILRMINAZIONK 

JiEI GRUPPI CONTINUI FINITI DELLO SPAZIO ORDINARIO 

M B H O a I A 

D I 

UGO AMALDI a Bologna 
(Contiti, e fine, r. Voi. XXXIX, pag. 273-316). 



II. 

"20. La determinazione dei gruppi corrispondenti ai gruppi abbreviati [6j, ... 
...,[17] è assai più semplice di quelle precedenti, e non rieliicde in sostanza se 
non artifici e considerazioni, che sono già stati usati dianzi. Perciò noi ci limi- 
teremo spesso o a dare il semplice risultato o ad indicare il procedimento som- 
mariamente e con richiami a casi precedenti. 

Quanto al gruppo [6 , A] , che ha la forma 

y« + T** , p + ^r , xp -{- g,r , x^p + xyq -\- ^2"^, 
ricaviamo dalla 

(p + ?*' 1 yq + ^r) = {-^^ ^ f Yr - y ?v - Yh) *' 

che le due equazioni 

ex oz ^y ^z 

formano un sistema completo e quindi , per un teorema noto , ammettono una 
soluzione comune, dipendente certamente da z. Scegliendo codesta funzione come 
nuova £j, otteniamo ^ = v = o. Allora por combinazione di p e yq qow xp I- P, r 
si trova che J:, è indipendente da x e y. Se è f^, - 1- 0, scegliamo come nuova 

u la / — e riduciamo p^ all'unità. 

Si trova allora immediatamente , combinando p , Vq , xp ^ r con la 
a?*/> ♦ nri/5 + p, r, che è g, — 2a7 l- re'. Scegliamo come nuova z la e~', e intro- 
ducendo una costante a , uguale all'unità o allo zero, otteniamo il gruppo 

[6 , A] p y yq y xp - azr , x^p -^ xy q-'{2axz ^ c)r (a{a — 1 ) - 0). 

Se a = 0, questo dà evidentemente il gruppo corrispondente al caso di p|-0. 
Il gruppo [6 , B] si riduce nel solito modo alla forma 

Piyq^l{(X),y)r , Jry; + (6|2^i,(a;,j/)r , x^+^y g -h (2ò,x«4-?j(.x ; y) )r 

<fjix ,v)r (; - 1 ,2, . .. , ^). 

TOL. XL. 14 
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Per le qpy abbiamo quindi il sistema di congruenze 

La determinazione della natura delle ^j si riduce ad un caso in tutto si- 
mile a casi già noti scegliendo come nuova variabile y la log j/. Allora, se per 
non moltiplicare i simboli rappresentiamo ancora con 9j le trasformate delle 9^- 
primitive, avremo il seguente sistema di congruenze 

Le tre prime equazioni ci dicono che le <fj sono combinazioni linenri di 

a X 

funzioni della forma .t*" y'* e ' (w< m,-^- , w<n^^) , dove non è sin qui escluso 

ay 

che aj possa assumere vari valori. Per ogni esponenziale e ^ esisterà un qua- 

lil _ n _ 

dro di funzioni x'" y*% del quale indichiamo appunto con x '-f y ^ ì monomi 
caratteristici. 

Lasciando per semplicità il secondo indice j , avremo , dalla quarta delle 
congruenze scritte sopra, che deve essere 

m +1 n m+i #1— I 

(w, + a- 26^)05 ' 2/'e"y + n<x' 1/' e^^sO 

e quindi 

in +1 «—1 

wi^ + a - 26, = ed nfR ' y ' e"^ = 0. 

Intanto dalla prima risulta che ad ogni esponenziale e"^ corrisponde una 
sola funzione caratteristica per cui è m^ = 2 6, — a : allora dalla seconda rela- 
zione risulta senz'altro n|=0. 

Ritornando allora alla y primitiva (cioè prendendo come y la e^) otteniamo 
che le ^j hanno la forma 

X ^ y ^ 

e che, per fatto della p, sono funzioni 9^ anche tutte le se'** y Move m< mj. 

ci 
Passiamo infine a determinare le ?< , Pi , Y* Dalia -—^0 risulta 

cx 

Scelta come nuova 2 la 



^ w^ + 1 



7,/ m ^1 2ft -m 
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dy 
riduciamo fi, a g/. Cosi essendo —^ ^ e quindi 






/' y'dy 

scegliamo come nuova z la « — / e riduciamo y' =- 0. Inoltre dalla 

J y 

risulta che deve essere 



e quindi che f;\ = e che uno al più dei Cj può essere diverso da zero. Sia, 
p. es. e, =1= 0: avremo allora b^ = w,-f . Si trova allora 

combinando le fljp + . . . , x*jt> + • • • si trova che ^^ è in ogni caso nullo e 
che le 6j sono tutte nulle in generale e che può essere solo diverso da zero 
^y+i j Quando sia «i,-^, = w^ + 1. Si vede poi applicando la 1/5 -h . . . che neppure 
^i+i P^^ essere diverso da zero. Otteniamo così in generale il gruppo 

w +« m +2 
/ i? , y^ + ex * y » r ^ xp -f- (w,- + 1) 0r , 

\ r g »n +« f» +21 

16,B), j a;« + p + ay2[2(m,+ l)ajz + ^7;j-2^ ' y'Jr 

2»« +2-W. 

X'^y • ir 0' = , 1 , ... , ;i -, m < wiy -, m^+, > w^). 

Resta il caso in cui sono nulli tutti i e. Allora 6, resta arbitraria e si trova 
che è gj = e si ha quindi il gruppo 

( i^ > y« > ^P + ^^'^ ) aeV + Xyq^2bxzr , oc"*y**"'"^ 
[6 , B], j 

\ 0' = , 1 , . . . . ^ ; wi < my : Wy^., > mj) 
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Quanto al gruppo [6 , C] , ridottolo alla forma 

zr , p-^z^(X,y)r , yq-j-z:^ {x,y)r , cop-hz^i(Xyy)r , xV+acy 3+« ?2 (a?,y)'• 
?i (a? , y) r (j=. ì,2,...,h), 
consideriamo il gruppo 

Esso si riduce alla forma, • 

'>' } p 1 yq 9 ^p y ^^ p -^ ^y 9 -^ <^ ^^• 

Basta applicare le considerazioni di pocanzi per avere il gruppo 

r- m 

[ P ì y^ ? ^P ì ^^P ^ OCy q ^- c xzr , zr , oc"* y ^ r 

[6 , Cj j 

f (wi < m^ ; j = , p , . . . , ^ ; mj^^ > m^). 

21. Si trova immediatamente il gruppo 

|7,A] Pj'^o^p-^yq , x»p f acyg + 3/*r 

Il gruppo [7 , B] si riduce tosto alla forma 

;; , 2xp -\yqi '?, {x , y) r , x^ p ^ XìJ q + (^^(y) z i- p^' (X ,y)]r 
<Pi(aJ , I/)r (;= 1 ,2 , . . .,;i). 

Combinando le 2xp \ ... , x V + • • • troviamo P» = &y* , cosicché per le f^j 

otteniamo il sistema di congruenze 

^Ji^O, ^2x^^A-y^ = , x-p-,xyp^by^:^j^O [9,!. 

Dalla prima di codeste equazioni risulta che le ^j devono essere combina- 
zioni lineari di funzioni della forma 
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Scelto per m il massimo valore, di cui è suscettibile l'esponente di x per 

co? 

un determinato esponenziale e-'" dovremo avere per la seconda congruenza 



(2m ^i.j + y -^ j »"• « -^ + 2cj ^i.j x*^« e 



e » 
i =1 



Codesti due termini, irriducibili fra loro, devono essere ciascuno congruo a 
zero : ora evidentemente tale non è il secondo ; se ne conclude che tutti i C; 
sono nulli e che le <p sono razionali (intere) in x. Indicando allora con m il 
massimo esponente da cui è affetto x, avremo che le (fj hanno la forma 

^j.iXi (Z = , 1 , . . . , m ; 7 = 1 , 2 , . . . , ni). 

Naturalmente possiamo supporre e supporremo che per ogni valore di l le 
i,./ , fj^j., , . . . , 4*» •/ siano linearmente indipendenti. 

Dovendo poi essere —^ ^0, vediamo tosto che, fissato Z, ogni 4'j./ ^ una 

combinazione lineare a coefficienti costanti delle <^;.j»| ; in altre parole lo spazio 
lineare ad n^ dimensioni definito dalle (|/,.^ , ^^.f , ... , 4^„ ./ è contenuto nello spazio 

ad n/_, dimensioni definito dalle ^|.j«| , ^^i^i i • • • > ^'w -J « 

Ne risulta intanto 

^« < ^m-1 < • • • < w« < %' 

Possiamo poi immaginare che, fissate nel rispettivo spazio lineare le (j;,.,^ , 
^l'm 7 ' • * ^ ^n 'm (^olla sola condìzionc dell'indipendenza lineare), si siano scelte, 

m 

nello spazio delle funzioni moltiplicatrici di a?*""' , n^_, funzioni linearmente 
indipendenti, fra le quali le ^^i.^-i » 4'2'w-i > • • • ? 'l'n wi sì^^o uguali rispettiva- 
mente alle 4^,.^ , ij/j.^ » ••• j l'n -tn' E così possiamo continuare fino al valore 

m 

zero dell' indice 7. Avremo allora 

^j'i-^j'l-ì = 0,1 ,...,n^ , Z = l ,2, ...,m). 



Ciò premesso, fissiamo un determinato Z<m e occupiamoci delle ^^.^ 
Wi > • • • > '^n-iì ^^®» P^r ^^^ ^^r nascere equivoci fra V indice fisso e il varia- 
bile rappresenteremo pel momento con ^t t ^t y " •• ì ^n rispettivamente. Dalle 
relazioni 
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dai 
risulta che y — ^ è , per ogni valore di ; , uguale ad una combinazione lineare 
dy 

delle ^j stesse. Ne risulta ^n. 4) che le ^j hanno la forma 

y' log'*l/ (w = , 1 , . . . , M..). 

Ora ricordiamo la terza congruenza ^ cui devono soddisfare le 9^. Essa 
ci dà 



(12) (%, -^y^) ^-^' - %•/ '^' y' = 



dy 

Applicando questa relazione per ? = w , troviamo che il suo primo termine- 
essendo irriducibile con ogni altro del primo e del secondo membro^ deve an- 
nullarsi identicamente ; cioè deve essere 

dit- 

Ne discende che le ^j.^ devono essere uguali airinfuori di un moltiplicatore 
costante ad j/"**, cioè, data la loro indipendenza lineare, si riducono ad uno 
solo. Ma se vi è un solo ^j.^ il secondo termine della (11) che per l = m è 
^'^Jm y* ^* ^^^ P^^ ridursi con nessun altro e deve essere 6 = 0. 

Fra le ^'i-m-i comparirà la y~"* -, vediamo se ve ne siano altre e anzitutto 
cerchiamo se ve ne siano della forma y~"* log* y , notando che dal fatto che 

ogni funzione y — ^^!?L=i deve appartenere allo spazio delle 4'i-m-i discende che 

se uno di queste è uguale ad t/"'** log" y , altre u—l devono essere uguali ad 

y'^ log 1/ , y-" log* w , . . . , y"^ log^« y. 

Applicando la (12) alla funzione t/"*" log" y per l^m-l troviamo , poi- 
ché e = , 

x^ t/""* log""» y (log y — Mi = 0. 

Ora 1 due termini del primo membro, se u > , sono irriducibili fra loro e 
e certo non congrui a zero. Dunque u = 0. 

Similmente ponendo nella (12) y** log" y al posto della ^j.i dopo aver fatto 
e = , l = m — 1 , troviamo che è necessariamente u = e se ari- — m, 
a z=: ~ (^m — 1). 

Si conclude che le funzioni ^ym^i sono due e date da y"^"* e j/"^"*"'>. Così 
continuando si trova che le funzioni ^j.g sono m — Z -H l e sono date da 
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Concludendo , le <^j sono date dal quadro 

a?' t/""'* ( l = , 1 , . . . , m ; n ~ Z , Z f 1 , . . . , m). 

È manifesto che in questo ({uadro di funzioni tutte e sole quelle , da cui , 
aumentando di uno Tesponente di x si ottengono funzioni non appartenenti al 
quadro sono quelle ^ in cui gli esponenti dì x e y sono uguali , e di segno 
contrario. 

Oramai non abbiam più se non da determinare le due funzioni, indipendenti 
da £r, ^, e ^^'j che compaiono nelle due trasformazioni infinitesime (si ricordi 
che s' è dimostrato e = 0) 

2 ccp + yg + ?, r , x*p -f ocyq + ?i' r. 

Dalla ~- = e dairosservazione fatta pocanzi risulta 

Ili 

Scelta come nuova « la 2 — X — x^^* t/*"^ — 1 — dy riduciamo S, a 0. 

*^; + 2 ^ J y 

Avremo allora ~ == ossia 

Combinando le 23c;? + y? o ^V f «y^ + ?i' ^ troviamo che deve essere 

Ne discende &,' - ò,' = ... = &'«= , 60 qualsivoglia e fi^" = e, y*. Abbiamo 
cosi il gruppo 



. p , 2X2> -f yq , a?*p + acj/ ^ -I- (caj + e, y^) r 

m) 



' (Z = 0,l,.,.,w ; n = Z,Z + l,..., 



Riguardo al gruppo [7 , 0] 

zr , p-\- z%{x , !/} r , 2ajp + yg 4- «g/x , y) r , x^p H- aryg + «P,(aj , y) r 
<Pj(a5 , y)r (? = l/2,...,7i), 
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si osservi che al gruppo 

r y p -^-^r , 2xp + yq ^^ìT , x p \- xyq^^^r 

sì può dare la forma 

r , p , 2xp -h yq , O?* p + xe/ 5 + (cjC + c^ y*) r. 

Allora considerazioni identiche a quelle di pocanzi mostrano |che è e, = 
e, tenuto conto della presenza del parametro e, troviamo il gruppo 

p , 2xp -h yq , w^p ^xy q-{- cxzr , zr , a?' y*'"*' r 

(? = , l , . . . , w ; i,Z -f. l , . . . , m). 

Scelta allora come nuova z la zy"^' otteniamo il gruppo 

p , 2a)p + yq , xFp^xyq 

[7,c] ] *^ > ^'y'''"- 

(^=:0,l,...,m ; n = /,Z + l,..., m). 

22. Per determinare i gruppi corrispondenti al gruppo abbreviato [8], giova 
anzitutto trasformare questo gruppo in un gruppo proiettivo , assumendo come 
nuova 2/ la y — X. Il gruppo |8] si trasforma allora nel gruppo 

P y xp + yq , x^p i- (2 xy i- y^) q. 
Il gruppo [A] corrispondente è 

p , Xp -^ yq , X^p i- (2 xy i- y^)q \- cy r 
e quindi nelle primitive variabili 
[8 , A] p ^ q y J^p -^yq > x^p -^y^q i- c{y -x)r 

Il gruppo [8 , B] si riduce anzitutto, nelle variabili nuove, alla forma 
P f ir/> + yg + p,(a7,y)r , xV + (2 ory + i/*)^ -h (cy z + p\ (x , y) )r 

^j (^ , y) »•• 
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Per le 9^ abbiamo allora il sistema di congruenze 

Si ripetono qui punto per punto le considerazioni del n. prec. fino a con- 
cludere che le 9^ sono della forma 

^j'i {y)x^{l=0,l ,...,m ; y = 1 , 2 , . . . , n,) 

dove »«<w^-i <• • •<^*i <Wo* I^i Pi^ anche qui possiamo supporre che le ^J^w 
siano scelte in modo che per ogni /<n; sia 

Infine avremo anche in questo caso , per fatto della seconda congruenza 
che le 4j-/ hanno la forma J/^ log** y (w = 0,1 ,...,«) , dove sino a questo punto 
non si può escludere che ad ogni determinato valore di l corrispondano anche 
più valori per responente a di y. 

Ora la terza congruenza applicata ad una funzione (pj della forma flcV^og"^ 
ci dice che deve essere 

(13) {l + 2a) »'+' y^log^'y + (a - c)^^ ^nog"y -f 2ux'''Yìog'"'y + 

+ u ocV^ nog*"* y =0. 

Se per l poniamo il massimo valore m di cui è suscettibile T esponente di 
a:*, troviamo che nessuno di codesti quattro termini, evidentemente irreducibili 
Ira loro, è congruo a zero. Deve quindi essere 

m + 2a = , c-a = , w = 
essia a =■: ^ ^ ^ = - y* Abbiamo dunque una sola ^j,^ e questa è data di 



_in 



y ^ Sarà uguale ad y * anche una delle '^j.ai^x : vediamo se ne esistano al • 
tre. Ponendo nella (13) Z = w — 1 , € = -— otteniamo 

(m - 1 -f 2a) ac"' y** log" y + (a -(- j) a?*»"» y«+' log** y + 2w a"* y« log''-* y -f- 

+ waj»»-* y"-*-» log*'-* y = , 

onde risulta che non può essere a = -— senza che sia t^ = 0. Se poi a = |=— — 

2 2 

VCL. ZL. 15 
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il primo termine, irridacibile cogli altri e non congruo a zero, deve annullarsi 

identicamofite : ne discende 2a f-m — 1=0 e quindi a = — . Allora dal terzo 

tn 1 

termine risalta w = 0, mentre il secondo termine , il cui coefficiente a k- — =- 

non è nullo, ci dice che fra le ^;.«_, dovrebbe comparire la j/ * . Ma basta 
applicare la (13) per Z = m — 1 ed a = — per concluderne che ciò è im- 

possibile : onde si ha che anche le i^^^^^x si riducono alla sola y \ Cosi dica- 
si delle i^-., per ogni valore di /, cosicché le 9^- hanno la forma 



aj' 2/ » (Z = , 1 , . . . , m). 

Quanto alle funzioni ^^ , /3, delle trasformazioni infinitesime 

xp^-yq \ (S^ r , x^p -f- (2 xy -h 1/*) ^ + yh - y l/«) ^ 

abbiamo , dalla -~^ ^ 0, 
ox 

Basta scegliere come nuova z la 

m + 2 '^ ] y 

per ridurre ^=0- ^^ trova allora similmente ^^^0, 
e quindi 

Ma combinando le due trasformazioni infinitesime or ora scritte troviamo 
che devo essere 

onde risulta, se w > , 6, = e pi' = cy. Il caso di w = si esaurisce diretta- 
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mente senza difficoltà e si trova in ogni caso il grappo 

m 

Scegliendo come nuova z la «y*, e poi tornando alle variabili primitive, tro- 
viamo infine il gruppo 

[8 Bl i ^ "^ ^ ' ^^ "^ ^^ "^ T ^'' ' ^*^ "^ ^'^ "*" L^^^ + <^ (i^ - 35;» "^^ I r 

[ x'r (Z = , 1 , . . . , wi). 

Quanto al gruppo [8 , CJ , tenendo conto del fatto che un gruppo 

^ , P ^- ?(t5 , y)r , XJ) + y^ -h ?,(.r , y)r , xV + (2xy + y*;(Z f- f^ra? , y:r 

si può sempre ridurre alla forma 

r , p , O)}) \- yq , x^p ■]- {2xy \- y^)qi- (ex 4- c,y) r 

troviamo con considerazioni , che sostanzialmente coincidono con quelle di pò- 
canzi; il gruppo seguente (riferito alle variabili primitive) 

[ p i q , xp i- yq , x^p + y^q + mx zr , zr , a?'r 
18,C] 

( (i = , 1 , . . . , m). 

23. La determinazione dei gruppi seguenti è troppo facile perchè importi 
giustificare con sviluppi il risultato. Come tipo del gruppo [Aj corrispondente 
al gruppo abbreviato [9] possiamo evidentemente assumere il gruppo q stesso. 
Otteniamo poi immediatamente il gruppo 



I , 



j n cy n cy n e y 



n-% cy n-% ey n —% e y 

[9 , B] / »♦.- • «.«f «.y 

1 ^i'Mx (ixi)y' e' ,..., <ì<^,,,^„ (X) y •' , 



r y r. y e y e y 

(7 = 1,2,...,.). 
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Qai per ogni valore di j le funzioni ij/j-., , . . . , 4',-./o4.—H-/rtj sono funzioni ar- 
bitrario della oc, sottoposte solo alla condizione di essere linearmente indipen- 
denti. Usando gli stessi simboli si trova 



[9,C1 



[ (i = 1 , 2 , ... , « ; 7i = , 1 , ... , ny ; Z = 1 , 2 , ... , Z^ ; Zo < ^ < - < hj) 



24. 11 gruppo [IO, A] si riduce subito alla forma q , y q ^- r (salvo il caso 
in cui si riduca ad un gruppo in una sola variabile). 

Quanto al corrispondente gruppo [B] esso si riduce subito alla forma 

q j V^l'r [a, {x) z -f a/ (a? , y)] r , cpy (oc , y) r. 

Se a, {x) non è costante, assumiamo a^ come nuova x e allora le nuove 9^ 
devono essere tali che 

Di qui si conclude con considerazioni ovvie che le 9^ dovrebbero essere 
in numero infinito, il che è impossibile : dunque questo caso va escluso. 
Se «1 è costante ed uguale ad a, , le Cj hanno la forma 

^lix) y' (t = , 1 ,..., n ; ; = 1 , 2 «,..., Ij ; In < ^n-t < - < ^ < '0), 

dove le ^j sono funzioni arbitrarie di ac, linearmente indipendenti. 
Dalla 



risulta 



^=0 



ai' = ^aii^jy**' + Hx); 



ma basta sceglierò come nuova z la 



z 



^iv-z'^iy 



per ridurre a^' a 0. Se a, =|=0, scegliamo come nuova z ìsl z-\ e il gruppo 

ai 

diviene 

[10,B], q , yq^-czr , 4^/ic) y'r (,=1,2 ,..., Z, ; i=0,l ,..., n ; Z^<Z„_,<...<Zo>. 
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Se a, = scelgo come » la -^ e ottengo il grappo seguente , in cui inda- 
diamo il caso di 6 = 

[10,B], q,y(l'\-cr , «|;/x) J/V (;=1 , 2,...^. ; e==0,...,n ; ?«<^n-!<-^^o)- 

Analogamente si trova il groppo 
[10,01 g, yq, ZT, (^..(x) yV (; = l , 2 ,..., Z,- ; i - ,..., n \ l^< l^^, < ... < Q. 
25. Il gruppo [Il , A] si riduco tosto alla forma 

[Il , A] p , q. 

Nel gruppo 

p + ^r , q-har , <?^(ac , y)r 

ridotto p = si vede subito come da a si possa far scomparire z : allora dalle 
ricaviamo che le ?y avranno la forma 

Per ogni determinato esponenziale e -^ '^ le funzioni razionali x*"y** for- 
meranno un quadro, avente la proprietà solita, che airinsieme, accanto ad una 
funzione x*^ y^ appartengono tutte quelle, in cui uno almeno di due esponenti 
ò minore. 

Di codesto quadro si potranno allora assegnare le funzioni caratteristiche 
che indicheremo con 

X *^ 1/ ^. 

In particolare fra le 9^- potranno comparire delle funzioni razionali rispetto 
ad ij; o ad y o ad entrambe le variabili (a^ = o 6j = o ay = h^ = 0). 

Se codeste funzioni esistono , indichiamo con « ^ gli esponenziali delle 
funzioni razionali in a? e con 

C -X 

i corrispondenti monomi caratteristici : cosi siano e ^ gli esponenziali delle 
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funzioni razionali in y ed 



x''"' /"^ 



i relativi monomi caratteristici. Infine siano 






le funzioni caratteristiche dell'insieme delle funzioni razionali in oc e y. 

Allora dalla ^ ^0 risulta, poiché ogni spazio di funzioni in cui è a^=;j-0. 
è trasformato in sé dall'operazione di integrazione rispetto ad a?, 

i) i 

Scegliendo come nuova z la z — j a' dy si riduce a' = 0. Quanto alle som- 
matorie, non è possibile in generale mandarle via, salvo il caso in cui si facciano 
ipotesi particolari sugli esponenti p^.j , q^.j , f ,• , uj ; abbiamo dunque in generalo 
il gruppo 

X^ y^e ^"^r 0=1,2,...^ J P<Pij , q<qij ^ t=J,2,...,^^ , dj =1= 0) 

x^ y eh (i=l,2,...,^3 ; r<T^^ , «Oy -, i=l,2,...,t;y ; c^- =|= 0). 
x' 2/" r it<tj , u< Uj : J = 1 , 2 , ... , h). 

Similmente si trova il gruppo 

/ P y q 

[11 ,C] ] zr , x'^y*' ^^^"^ ^^T 



0- = l , 2,...,^ ; m<;my , n<ni', \ i = 1 , 2 , ... , fcy). 
Qui lo Oy e 6y non sono tutte necessariamente diverse da zero. 
26. Otteniamo subito il gruppo 
[12 , A] 9, y ^P ^y9.'^ cr. 
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Il gruppo [12 , B] si riduce subito alla forma 

dove 3 non dipende da z. Allora dalla prima delle due congruenze 

ty ' dx dy 

risalta che le '^j hanno la forma 

^ (x) y^ e^y 
e dalla seconda 



( 3C ^ -h n(l;) y» e«^ + atj^t/^-^' e^'i' = 0. 



Se ad n diamo il massimo valore di cui è suscettibile per un dato valore 
di a, vediamo che V ultimo termine non è congruo né agli altri nò allo zero. 
Se ne conclude che tutti gli a sono nulli e che le Oj sono razionali in y. Attri- 
baiamo allora alle ^ duo indici come abbiamo fatto al n. 21. Avremo, indi- 
cando con 7» il massimo esponente, di cui è suscettibile y , 

^M(x:)y^ (^ = v-,wi ; /= 1 , 2 , ..,n^ ; n^<n,^,, <...<^o) 
con 

^yt = ^jyl-K U < ^i) 
Dalla relazione scritta dianzi risulta, per ogni determinato valore dell' in- 
dice l , che X --^' deve essere uguale ad una combinazione lineare delle ifn. 
' dx •'• 

corrispondenti al medesimo indice l. Ne discende che le ^j^i hanno la forma 
x** log" ce , dove r esponente del logaritmo va da zero ad un certo valore che, 
per un determinato x^ , può benissimo variare al variare dell' esponente l 
di t/ (precisamente crescendo al calare di l). Così si trova che le ^j hanno la 
forma 

y^ X 'ìog^a 
{UO,l,.>,n ; i=l,2,...,i, ; m=0,1,...,u,..^ ; ti<t,«,<...<io ; t^i/<^«,/-i<...<w,.o) 

Ciò premesso si trova ~ ^ 0, cioè 



n 

p = 5] y+^ 2 6,„ x""' log« OJ + f ' {X) 

iu 
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Scegliendo come naova z la 



-S^S»..=«"''o^-«-f^'^ 



riduciamo ^ a zero e otteniamo il gruppo 

. q , ccp + yq 
[12, B] „ 

(i=0,l,...,^ ; i=l,2,...,f, ; w=0,l,...,w« ; t/<*/-i<...<io - w,.-^w,/.,<...<tt,o)- 
Similmente si trova, usando le medesime notazioni, 



fl2,CJ 



i^ q , Xp^yq 

\ zr j y^ co * log**X'r. 



27. Per avere i gruppi corrispondenti al grappo abbreviato [13], aggiun- 
giamo ai gruppi [11, A], [11, B|, [ll,C] una trasformazione infinitesima 
della forma yq f 7(0: , j/ , «) r. Troviamo anzitutto 

[ 13 , A ] p j q ì yq -hr. 

Aggiungiamo al grappo [11 ^ B] la trasformazione infinitesima 

Si trova subito che 7 è una costante e. 

m n a »^b y p q dj/ 

Combinando codesta trasformazione infinitesima con le x y e ^ ^ r jX y e^ r 
si trova che deve essere 6y = dy = , e quindi sono nulle tutte le h^j. Allora 

dalla r-i- ^ risulta 
cx 

Ma, combinando le q + ar e yq -\- (cz ■\-^')r troviamo che deve essere 
av' da 

vy-^ye^^^"-'^^^'''^ 

u +1 
di qui risulta che è y" = c'y * bq u^ è il massimo esponente di cui è su- 
scettibile y , che delle k\ possono essere diverse da zero solo quelle tali che 

insieme con ac ' y ' appartenga alle funzioni 9 la ce ' y^^^ . Infine ne risulta 

(e — 1 - Uj) kj = 0, 
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Perciò se e è diverso da tutti i numeri interi positivi uj + 1 , sono nulle tutte 
le kj. Se è c = M^-h 1 , A;^ può essere diverso da zero. 
Abbiamo cosi i due gruppi 

[ /> I « , 2/? + (<5« + c'y^' )r 
(13 , B], . ajmyn/^aj^ (j^l ,2,...,h, ; m<m^ ,..., w<«^ ; i=l , 2 ,..., A:,) 

l ac'y^r (t<<;,tt<t*j. ; j = l,2,...,/i ; t^, > t^, > ... > Wa^ 

^ x^ y^ r {t=^tj , u<uj ; j=l ,2 ,..., ^ ; «i > Wi ^ ••• ^ «a)' 

Ricordiamo, che, se insieme con la funzione caratteristica x-^y ^ compare 

nell'insieme delle funzioni Oj razionali del gruppo la ac -^ y ^ , in y' può 

comparire in ciascuno dei due gruppi un termine e" x^ y \ 
Si trova poi nel modo più ovvio il gruppo 

P } q f yg > zr, x"*" y*" e * r 

(i = l,2,...,« ; rn<m^ , n<nfj ; ; = 1 , 2, ... , A,). 

28. Anzitutto senza difficoltà determiniamo 1 due gruppi 

[14 , A], q , yq + s^r , y^q + {2zy + xz^) r 

[14, A], q , yqi-sr , j/*^ + (2ey + c««) r 

Il gruppo [14 , Bj si riduce subito alla forma 

q lyq-^ [^Mz + a',(x ,y)]r , y* q + [a^{x , 2/) 2 + aL^\x , y)] r 

9i(a? , y)r 

Se a, è diverso da zero e uguale a una costante a^ si trova subito che le 
^j hanno la forma 

^j{^)y' 0'=l»2,...,i< ; it=0,l,...,n ; 1^<1^^<...<1^) 

TOL, XL. 16 
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c che a, = — , «• = ny. Allora dalla -^ = concludiamo 
' 2 ' ' ^ cy 

scelta come nuova z la 2 - /, . *-^ ■ ò; J/*"^' ^ riduciamo à^' ad a,". Avremo 

y 

allora -r-* ^ 2 a'| , e quindi 



Scelta come nuova e la 



V «'«/ ,,. ..i 



riduciamo a/ a 2a,"yH-aj". Combinando le y^ + ... , y*^ + ... troviamo «^"^0 
Scelto allora come x la a^" abbiamo il gruppo, in cui è inclusoli caso di a|"= 

ÌQ } !/2 + ( T « ■♦• ^^ ) ^ » y^q + {nz-\- 2cx) yr 
\2 / 

*»yV (7=1,2,...,^, ; i=0,l,...,n ; ^,<^-,<...<?o;C(c-l)=0). 

Se a, = 0, si vedQ tosto che «^ è indipendente da 1/, poi che lo ffj non pos- 
sono contenere la 1/ e infine, poiché non possono aversi infinite 9^ , che è a^ s= 0. 
Si ottiene allora il gruppo 

V 5 , yq + {cx-\- c')r , y^q + 2{cx + e') yr 
[14 , B]» 

( 40(35) r (7 = l,2,...,/i,cc'-0). 

Le ^j sono, nei due casi, funzioni arbitrarie di x linearmente indipendenti. 
Infine è facile convincersi, per la presenza di un numero finito di fanzioni 
ffjf che a, non può non essere una costante. 
Si trova poi senza difficoltà il gruppo 

\ q , yq , y^q + nyzr , ^j{a))yW 
[14 , C] l 

1 C7 = l>2,...,;< ; i = 0,l,...,n ; «« < ^n-i < - < W 
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29. Il gruppo [15 , A] si riduce o al gruppo 

[15 , A] P ) q > yq'ìr ^^ , y^q 4- (2y + az) zr 

o al gruppo in due sole variabili p , q , yq , y*'q^ 
Il gruppo [15 , B] si può essere sotto la forma 

P , q+(^(x,y)r , yq + [caf a,(a?,y)l r , y^q + [2cy«-i-a,(x,j/)J r 
Allora dalle congruenze 



risolta che le tfj hanno la forma 



co"^ y' e^'^ 



(Z=0,l,...,w ; 1=1,2,...,!, ; m=^0,...,vìii ; t^<t„-«< ... O'o ; wi^«< Wf^.,<...7n^o) 

Ti 

e che è e = ~. Fra codeste funzioni ve ne possono essere di razionali rispetto 
ad X : l'insieme di queste ultime non può evidentemente ammettere che due 

m 
monomi caratteristici al più, una della forma x ® y" e l'altra della forma x"*! 

con m, > m^. Allora dalle ^ ^ , -^ ^0 , y^ ^ risulta 



+ 1 v 1 m +1 








aj=a; ® 2^ a/' y' + ò, 05 * -f a/ (y). 



Combinando le tre trasformazioni infinitesime fra di loro, troviamo che deve 
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da^ da n— 2 ^ ^«t .^a 



da^ . 3«i n + 2 



Sa" 
T^^ — j^""* riduciamo a zero tutte 

le ay", fuorché ao" e a^' che si trovano nulle direttamente. Poi dal sistema di 
relazioni ricorrenti 

n-2^ 



(n-i + l)a'y., - (^^ - j) a/' = 



(; + 1) «Vi + (^ - ; + 1) «i-i - 2a/ = 0. 
e dalle congruenze scritte sopra ricaviamo 

a = , a» = a,' = ay''+' , a, = a,' = ^^ y'»^-\ 
Abbiamo cosi il gruppo seguente 



/ y3+(|«4-ay--^*) 



[15 , BJ. < 



y*3+(ny.+^^y'»^«) 



oc*» y' e«^* r 



; = , 1 , ... , n ; i = 1 , 2 , ... , ì| ; m = , 1 , ... , m<, ; 

^n < «n-l ^ - < ^0 ; i'^i'n<'^in^i < - < ^1,0,0* -/= 0) 
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Nel caso di n = , cioè quando le 9^ sono indipendenti da y ; troviamo I 
due gruppi seguenti 

I P , 9[ > VQ- ^^ } y^Q - i^y^ + ax'"o"*) r 

1 G OS 

\ x^r (m < mo) 

[15 , B], i? , ? , 1/2 > 2/*? + ay r , a?'» e ' r , x"* r 

Si trova poi, senza difficoltà di sorta, il gruppo 

p 1 q > y<i ì y^q-^ "Tiyzr 

I^^ ' *^1 zr , y^x'^e^'' 

(i = 0, 1 ,..., n ; t = 1, 2 ,..., 1/ -, w = 0, l ,..., m,., ; i,, < i ^,., < ... < l'o ; 

f *»M < ^<«-i < ••• < ^<o)' 

In questo gruppo una delle costanti a^ può benissimo esser nulla. 
I 

[ 30. Per avere i gruppi corrispondenti al gruppo abbreviato [16] basta ag- 

j g^iangerc ai grappi or ora determinati una trasformazione infinitesima della 

j forma xp + fir. Ottenijirao così i gruppi 

■ (16 , A], P > q y Xp y yq i- zr y y^q + (2j/ -h az) zr 

\ [16 , A], p y q y xp -^ azr , yq '\- zr , y^q -f 2zyr 

[16 , AJj P ^ q 7 ^P + «r y yq y y'-q. 

Aggiungendo al gruppo [15 , B] la xp + [/^i'(aj, y) z + ,'i^'x ,y]r, troviamo 
che Pi' è una costante b : ne viene allora che non può esservi nessuna a< di- 
versa dallo zero, cosicché tutte le 9,. sono razionali in x ed y. Le funzioni ca- 
ratteristiche del quadro delle 9y saranno anche qui due al piU e della forma 

Allora dalla ^- = risulta 



/ 



n 

,s, = X "0+1 ^ 6, y' + fe'a;'»o+« + /S', (y). 
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Ma combinando la xp-h {bz + '^^)r con le altre trasformazioni infinitesime 
del gruppo si trova che deve essere 

onde risulta 6/ = , 6' = , fi\^ cj/^+* e 

"" n + 2 
Abbiamo cosi il gruppo 

y* ^ + (n y z + ^^2 y*»^* ) r 
ao'^ 2/' r (w < mo , ^ < n) ; a?** r (wi < w, > tw,,). 
Partendo dai gruppi [15 , B]j , [15 , BJj , otteniamo 



[16 , B], 



[16, B], _ 

a;'" r (m < wio) 

[16,BJ3 P , 3' , 2/^ , a?i> , yV + «1/^ , «""r {m<m^) 

[16, B]^ P ) q f yq ) xp {^bzr , y^q j w^r {mKm^. 

Otteniamo da ultimo il gruppo 

zr , x^ y^ r {m < m© , Z < n) 
X** r (m < 7>i, > Wq) 

31. Aggiungiamo infine ai gruppi or ora determinati una trasformazione 
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infinitesima (BV + ?t^' otterremo così i gruppi corrispondenti al grappo abbre- 
viato [17]. 

Troviamo cosi dapprima (i gruppi [16 , A], , [16 , A], danno luogo a grappi 
di uno stesso tipo) 

[17 , A]| P 7 q y oap y yq-ì-zr , OD^p , y^q + (2j/ + az) zr 

[17 , AJj P i q i O0p-\-azr , yq + zr y x^p + 2a zx r , y^q + 2zy r. 

Quanto ai gruppi [17 , B], si trova subito che nella 

x^P + [P/(a5 , 2// « + 3i (^ , y)] »• 

la Pj' è della forma 2bzx , che il quadro delle funzioni (fj , le quali sono tutte 
razionali, non può ammettere che una sola funzione caratteristica e che se questa 

è 0?"* y** è & = o" • 

Allora il nostro gruppo, supposto m > , n > 0, ha la forma 

p . q yq + {^^'^^y*"'')r «^i^ + (i^«-~2l/'*^*)♦• 
2/*g+ (^nyz+ ~-^-y''+«jr 

x^p + {mxz -{- /S^ (x , y)) r 
cc^ y'ì r {p <ni , q<n). 

Resta da determinare la g^ : deve essere ~-* == 2 ^, , onde risulta 

2ma 







Ora devono essere verificate le equazioni 

dy 
1/» ^* + «najo, - «y p, - au» ^ = 0. 
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Dalla prima e dalla seconda discende 0^ = e ^/^O. La terza e quarta 
sono allora verificate di per sé. Abbiamo cosi il gruppo 



yq + {^z+ oy"^') r 
/m ma «. . \ 

117 , A], ; 

a)^P + [myz - --^ a;y*+' j 

I x^y^r ip<'m> \ q< n). 

Cosi corrispondentemente ai gruppi [16 , B]^ , [16 , B], , [15 , B]^ troviamo 

f p ) q , OOp + (m^ -\-l) zr , yq-^ zr , x^p + 2(mQ ■}- l)oczr , 
[17 , B], y^q .- (2y z + aa?"o+4) ,. 

\ . x'"r (m < «lo) 

[17 , B], p jq ,xp yyqyX'^p-^axr y y^q-^byr , x'^r (m < Wo) 

[17 , B]^ P ì qìCCp'\- ttIq zr j yq , X^p + (2wo «a? -^ a;i-**o^') r , y^q 

X^z {m < nto) 

Cosi pure otteniamo il gruppo 

( P i ^ 1 <x;p y yq , X^p'\- m^xzr , y^q + n^l/ «r 



[17 , C] 



\ 



«r , oc*" y*W {m<mQ , n < n^). 



III. 



32. Il gruppo [18 , A] ha la forma 

g + /»r , a;g -h /^r , ^^{x) qi- a^r ,...y f^/x) q -^ a^r , 

dove ^1 ) 4*2 ' • • • 9 4^1 so^o funzioni date di co , sottoposte alla sola condizione 
di essere linearmente indipendenti. 
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Ridotte a e /> allo zero , scegliendo come nuova z la soluzione { comune 
delle due equazioni 

oy cz cy ^2 

la quale certamente dipende da z , otteniamo che le a, , a^ , . . . , siano rese in- 
dipendenti da y. Se a^ è la prima di esse, che non sia identicamente nulla, ri- 

f dz 
duciamola alTunità scegliendo come nuova z la i — • Si vede allora tosto che 

le a,^.| , ... , a^ sono indipendenti da z. La condizione che le ^i siano linearmente 
indipendenti porta di conseguenza che tali debbano essere anche le funzioni di 
X ff,-^.!,—,^^»- indicandole con <p^^, , 9^^^ , ... , <p, rispettivamente, abbiamo il gruppo 

i q , xq , ^^{x) 2 , ... , ^i^^ q , ^,(ac) q-^r , (p^x) q + cpK») r, 
[18, A] ] 

l Z = t + 1 , i -f 2 , ... , «). 

Qui, come ben sappiamo, le ^/ e le ^^ sono funzioni arbitrarie di a?, le prime 
indipendenti fra di loro e le seconde pur esse tali. 

33. Il gruppo [18,B] si riduce subito alla forma 

<? ; a?^ + y\^) 2 + ^(^ , V)] r , U^) q + [a'f(x) z -f a^ix , y)]r (Z=l,2,...,») 

^i(a?,!/)«- (7=1 ,2,.. ., Ti). 

Allora per le (fj avremo il sistema di congruenze 

Dalla prima risulta che per le <fj si possono scegliere funzioni aventi la 
forma 

b^{x)y'*e^ 

dove le O^y sono funzioni di a? e a priori non si può escludere cho l'esponente 
a assuma piti valori. Anche qui come al n. 21 lo spazio delle O^y corrispondenti 
ad un dato valore di n contiene lo spazio delle 0^^.,y, cosicché possiamo sup- 
porre di avere scelto le O^.y come al n. citato abbiamo fatto per le ^'/y 

Fissato un determinato esponenziale e"^ e il massimo grado corrispondente 
di y , il quale sia n, dovremo avere 

w» e^.y y**-» e^y 4- {ax - fi') 0^.^ y** e"^ = 

nh K'i 2/"'* ^'' + (<^^t - «0 «nv y'' ^"' = 0- 

yoL. ZL. 17 



Digitized by 



Google 



)( 130 )( 

Vediamo intanto di qui che x^^.j e ^i 6^.^ appartengono allo spazio lineare 
delie 0„_4.^. Di più le {aa)—^') b^.j e [«^/ — «/') ^a?'i devono appartenere, qualun- 
que sia /, allo spazio lineare delle O^.^: questo spazio non potendo avere un 
numero infinito di dimensioni, concludiamo che deve essere 

ax — (i' = cost , a^i - a/ = cost. 

Di qui discende che gli esponenziali 6°^ sì riducono ad uno solo : suppor- 
remo dapprima a =|= 0. 

Avremo allora le seguenti trasformazioni infinitesime 

q , iTq + l {ax + fe) 2 + /S] r , ^/^(ac) q f [(a<|;^ + &/) z + a/ J r 

Ciò premesso determiniamo per quanto è possibile le funzioni (p. Indichiamo 
con n il massimo esponente di cui è suscettibile y e siano 0^., , O^.j , . . . , 0^^ 
gli elementi di un sistema fondamentale dello spazio delle 0^.^-. Allora, come si 
è visto dianzi, appartengono allo spazio delle 0^.,.^ tutte le 

Onv y ^ K'j . *i K'j 7 ^1 Kj )•••,♦, ^«v- , 0' = 1 • 2 , ... , qj- 

Così non sarà in generale esaurito lo spazio delle 0„_,y- ; indichiamo con 
^fi-ri } ^n-vty'i ^n-vq^-i ^^ sistcma fondameutalc dello spazio di O,,.,.^- che 
è esterno allo spazio or ora determinato. 

Possiamo ripetere sulle 6,,-jj le precedenti considerazioni e da ultimo tro- 
veremo che le <pj devono essere date da un quadro della forma 



Vi' ^ 



e^^y ^u-j{x)x U^iix) 



dove gli indici t* , wig , m, , ... , w, , /, ; sono scelti in tutti i modi in cui è pos- 
sibile soddisfare, con numeri interi positivi, alle relazioni 

u ~ n , w - 1 , ... , 2 , 1 , ; t + m© + W| + ... 4- wi/ < w ,Ì = 1 , 2 , ... , 5^ : 

qui q^ è il numero delle funzioni di x 6^,y, le quali sono sottoposte alla sola 
condizione di essere linearmente indipendenti. Ci importa osservare che, per la 
presenza deircsponenziale, Tintegrale rispetto ad y di una funzione di codesto 
insieme appartiene airinsieme medesimo. 
Ciò premesso dalle 

(qiWq'\-[(aX'{-b)z+fi]r)-^^r , (q , <^iq + [{ax ^- b;)z ■{- ai]r) = — r 

dQ dai 

discende :r- = , — ^0. Dallosservazione fatta or ora discende che /s, e le 
dy ' 8y ^' 
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a^ sono congrue a funzioni della sola x, che noi per semplicità, designeremo 
aocora con ^ e a^ rispettivamente. 
Dalle 

(xq-\-[{ax^h)z^-fi]r , 4^,3+[(a4/|+6|)«+a,]r) = [(a4;^+d,)g-(acc+6)ajr 
ricaviamo, poiché tra le 9 non si ha nessuna funzione della sola x , 

ossia, indicando con p(a?) una determinata funziouB della sola Xy 

P = (aaJ + 6)p(x) , {aifi^h)f{x). 

Le trasformazioni del gruppo diventano allora, tralasciando le ^r, 

5 , arg + (ax + &) (z f p) r , 4^/ 5 + {a^li + &/) (^ + p) r 

Basta allora scegliere come nuova z la 6"'*^ (2? t- p) per ottenere il gruppo , 
in cui indichiamo a con — e , 

q^-czT , Xq-^hzr , ^^ (o?) 3^ + &/ zr 
[18, B] { 2/ ^u5{<x>)X lliii{x) r 

(M = w,n- 1 ,...,1 ,0 ; ì4-w^+Wj+...+m,<tt ; J = 1 ,2 ,..., 5^^). 

Qui, per ogni valore di t^, le q^ funzioni 0^ | , 0^.,, ... , 9^.^ sono funzioni 
arbitrarie di x sottoposte alla sola condizione di essere linearmente indipendenti 
Altrettanto dicasi delle 4^^. 

E passiamo al caso di a = 0. Eipetendo senza mutamenti essenziali il pro- 
cedimento seguito dianzi si trova lo stesso gruppo or ora determinato, con la 
sola dififerenza che è a =^ 0. 

Si trova poi immediatamente il gruppo 

q jXq , i(^{x) q,... , ^.{x) q , zr 
[18 , C] J i/-»»o-«^-...-m^-< 6^. (x) a*»o l'i ^^{xy''l r 

{u = n , H-1 ,..., 1, -, i+mo+m|+ ... -f w,<w ; ; = 1, 2, ... , qj. 
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34. Per avere i gruppi corrispondenti al gruppo abbreviato [19], basta ag- 
giungere ai gruppi determinati or ora una trasformazione infinitesima della 
forma yq + yr. Otteniamo cosi 

|19 , A] q , yq-Vzr , xq , ii,{x) g , ... , i^iix) q^r , ... , «j/,(a5) q^<i,{x) r. 

Aggiungendo la yq + [\\x iy)z-^ Y\^ > !/)] ^ ^^ gruppo [18 , B] troviamo 
dapprima che è c = ò = ò/ = 0: poi che è y'sO e y' è indipendente da y: in- 
fine osservando che del gruppo non possono far parte infinite funzioni 9^ si con- 
clude che y' è costante. Abbiamo allora il gruppo 

q , yq + czr , xq , ^^{x)q , , . . ^ ^,{x) q 
[19 , B] 

Similmente si trova 

' q f yq > m ; ^'i (^) <z ; • • • > ^i (^) o' , «^ 
[19 , c] ^j 

Qui e nel gruppo antecedente valgono per gli indici u , m^ , , , , , m^ ^ i ^j 
gli stessi limiti e lo stesse restrizioni che al n. prec. 

35. Il gruppo [20 , A] ha la forma 

. ^ aiX GiX Si GiX 

p + fir j e ' q-hOLi^r , xe * 3^ + a^, r ... , as * e * q -{- a,-,, r 

(/ = 1 , 2 , . . . , 5). 
Ridotto P = , dalla 

(p,x'e * g + 7i,ry = («a?* 'i-af.x') e ' q + -^ ^ 



deduciamo 



aiX 
ossia , posto a,-, ^ e t:,-. 






dX 
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Di qui risulta che ciascuno dei q gruppi di funzioni ir,- ^ , ^ì,ì > • • • ? ^i^ti ^ 
rispetto alla x una successione di polinomi dell' A p p e 1 1 , la cui successione 
generatrice è costituita da funzioni indipendenti dalla co (*). Vediamo poi cubito 
che i t:,^, sono indipendenti da x possiamo quindi ridurre uno di essi a zero : 
p. es. ridurremo a zero t:,o , e per ciò basterà scegliere come nuova z una so- 
luzione J deirequazione Cy -f ",o !!« = ^* 

Q SI* ti X 

Combinando le a;"* e ' q + a,^ r , x*^e ^ q + a^^ r, troviamo che deve essere 
(13) X _ + i:,^-^^ ^x --^.j^^^^O. 

Ora indichiamo con 7,0 > Yi.i >—7 T/«j ^^i sucessione generatrice dei polinomi 
s,o > '^ii 7 • • • 7 ^i,i • Sarà, per quanto abbiamo supposto, 7, ,, = , e avremo in 
generale 

^u,i = Yio «' + (j) T/. »•"* + ... + [gli) Y»,,.i ^ + ^i.s' 

Applicando la (13) per i= 1 , m — 0, troviamo -^ = 0, qualunque sia ; e 

qualunque sia ?i : i Uj.^ sono dunque indipendenti da y , cioè le yj, sono indi- 
pendenti oltre che da x anche da y. Allora se 7,., non è nullo, possiamo ri- 

r dz 
durlo ad essere uguale ad uno, scegliendo come nuova « la I — . Dopo ciò ap- 

plicando la (13) per i = m - 1 troviamo -'-* = 0, qualunque sia j e qualunque 

dz 

sia n. Dunque le successioni generatrici dei n^.^ sono formate di costanti : ed 
è poi manifesto che , quali siansi codeste costanti le (13) sono tutte identica- 
mente soddisfatte. Abbiamo cosi il gruppo 



r 
•1 



p f e q ,xe * q ^- r , a?*e * (Z ^ ^12 ** »•• » '^ e * q -\- ir,^ 

[20 , A] { a^x a^x , . a.ac .s, a.x . 

' ' ■* J e g + t:,o ^ » ^^ V + ^11 ^ 7 ^ « ^ ^ ^12 ry.,,x 'e * 3 + t^, , 

(ì = 2 , . . . , g). 



r 

i 



(*) Anche qui, quando è data una successione y© > Ti — Ti» ^^ funzioni indipen- 
denti da a; o in particolare di costanti, dìcìeimo polinomi di App eli generati dalla 
data successione^ i polinomi in x 

Tt, = To»- + (T) Y. «'-' + (2) T, a'"-» + - + («':ii ) T„-. X r t». 
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Qui; ripetiamo, le ic^o , z^.^ , ... ^i:,-^ . sono saccessioni di polinomi dell' A p- 

peli in X, generati da saccessioni di costanti^ suscettibili di assumere ciascuna 
qualsiasi valore, compreso lo zero. 

36. Il gruppo [20 , B] si riduce senza difficoltà alla forma 

t I 

i i 

(i = 2 , 3 , . . . , g) 
9j(^ , y)r 0' = 1 ) 2 , . . . , A) , 

dove le funzioni a'^^ , a,^ sono indipendenti da z. 
Dalle 

(e • 3 + o,.o r , x' e • 9 + (a',, « + (r,,) t) = 
risultano le 

li = ^' «'»- + ^«^-« » 77 = ^- 

Avremo quindi a',| = e * tt^^ dove le ti^q ; ^/ )«i ? • • • * ^ì « sono g sacces- 

t 

sioni di polinomi dell' A p p e 1 1 in Xy generate ciascuna da una successione di 

costanti. 

Trovate cosi nel gruppo le trasformazioni infinitesime 

I a:X . . axX 
avremo per le <p^- il sistema di congruenze 
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e in particolare e ^^' ^ 0. Di qui risulta che, non potendo il gruppo conte- 
nere un'infinita di trasformazioni della forma 9^r, le 9^ sono necessariamente 
razionali intere in y. Tenendo conto anche della -^ = 0, troviamo allora che le 

VX 

fj hanno la forma e" oc** j/**. 

Ma per le altre congruenze, deve essere 



/C+-0 \x /a -hCNX 

nx^""^ e *^ y*»-» ^ e" ' ^ t:,.^ x'^ y*" = 0. 



Nel secondo termine del primo membro y compare allo stesso grado che nella 
funzione 9^ da cui partimmo. Di qui segue che, così continuando, si ottengono 
infinite funzioni <fj se non ò it,-, = 0. 
Giungiamo cosi al gruppo 

a a X è a X 

/? , e '•« g + a,„ r . xe ^ q ■\^ a,.^., r , . . . , x *c •' ^f a,,, r 

?j (X , t/) r 

dove le a^j non dipendono da e. 

Qui possiamo precisare sabito la natura dell'insieme delle 9^- : abbiamo già 

visto che esse hanno la forma e^*^ x** y^. Per fissare le idee consideriamo il 

massimo grado cai nelle 9^ giunge y e indichiamolo con n: ad y'^ corrispon- 

Ct oc 
deranno diversi esponenziali e •'** ( j = 1 ; 2 , . . . , ^J e per ciascuno di essi 

avremo un esponente massimo irij^ di x : in altre parole, le 9^- che contengono 

y** avranno la forma 

a;" y** /•'■'»* O' = 1 ; 2 , . . . , 2^ ; m = , . . . , mj^). 
Ora per ogni 9^ a per ogni i e t deve essere 

•^^ d^-^ « = , 1 , . . . , a, : i = 1 , 2 , . . . , 9) 

ne risulta che fra le 9^- che contengono la j/'*"* compaiono le funzioni 

dove m assume tutti i valori da zero fino ad un certo massimo, non mino i e di 
vij^ + «». Ma accanto a codeste funzioni altre ne potranno comparire, che indi- 
cheremo con 
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Così continuando , concludiamo che il quadro delle <p è costituito da certe 
funzioni 

(14) x"" 2/'-'/i-«-'^ (^ = 0,l,...,n ;i= 1,2,...,^,., ? m = 0,l,...,wii.«-^) 
e da tutte le funzioni 

(15) rr» /-* - 2ft</c,.„.,+2:,A,a,^)a5 ^ __ ^.^^ ^ n:j= 1,2 ,., «,.,) 

dove gli hi sono A; numeri interi positivi quali si vogliano , la cui somma Z h^ 
è non maggiore di 7i — < e a,-^ , a^-2,...,a,-^ è una qualsivoglia delle disposizioni con 

ripetizione a ^• a A: dei q numeri a^ , </t ? ••• > «^ ' l'intero m infine assume tutti i 
possibili valori dà zero fino ad un certo massimo non minore di 



m 



Ij'n^t + ^l ^l «//• 



OiX 



Ciò premesso, occupiamoci delle funzioni a^^. Combinando le a?,6 ' ?^ «ii ^ 
con la 2> e fra di loro, troviamo 

(16) ^^'^a,«., + «a^_, 

(17) .» ' e"'* ?^' _. a;/' e'V^ ^ = 

cy dy 

Per fissare le Idee, occupiamoci delle funzioni a^ corrispondenti all' espo- 

CL OC 

nenziale e * e , per semplicità, tralasciamo, pel momento, V indice i. Dovremo 
avere anzitutto 



d^-""^' ' ^ = ««, + «0,..., ^^' = aa, + ea,., 



Indicando con 9 una conveniente combinazione lineare delle funzioni (14), 
(16) avremo 

e quindi 

Ora, data la natura delle funzioni (14), (15j è manifesto che, se fra gli espo- 
nenziali di codeste funzioni non compare l'esponenziale e"^, la e°^ f -^ dee è 
una combinazione lineare delle funzioni (14), (16) medesime, cioè e*^ J e"***9da?=0. 



Digitized by 



Google 



)( 137 )( 

Se poi fra gli esponenziali delle (14) , (15) vi è anche e"*' e questo compare in 

? , la -— contiene qualche termine razionale in ce e t/ e la e*** / — dx non è 
e I e 

più congrua a zero. Tenendoci a quest'ultima ipotesi , per fissare le idee , rap- 
presentiamo con X ^j y^i le funzioni caratteristiche del quadro delle funzioni ra- 
zionali che moltiplicano e"*. Avremo allora 

Si trova cosi 

e più in generale 
(18) a, = e« [4-. X' + (5) 4-, a;'-' + , . . + (^ ^ j) 4;,_,a? + 4,, + 



^ y> y t(t-l)...(« + l)a^ a,»*,-+. „«1 
-^y -^i. (TO, + 2)...(m, + t-« + l) ' ^ 'h 



dove i'o ) 4*1 ) • ■ • > 'Pi b^"*' funzioni indipendenti da x e z. 

Trovata cosi l'espressione generale delle o, , esauriamo il caso generico ìa 

a X 
cai fra gli esponenziali delle f^ non compare nessuno degli esponenziali e, ' , 

2a,X (a,4a,)a! 

Allora in a^ si annulla la doppia sommatoria e a, si riduce airinfuori del- 
l'esponenziale ad un polinomio dell' Appell in ce, generato da una successione 
di funzioni indipendenti da x e e. 

Le (16) sono allora soddisfatte identicamente. Rimane da soddisfare alle (17). 

Qui è necessario riprendere il doppio indice. Dalle (17) (18) applicate per 
i=j e t' = 0, risulta che deve essere, se indichiamo con accenti le derivate ri- 
spetto ad y, 

«^"•'^ [*'*. + ( l)*;..-. « + i$)•\'u-^ X' + . . . + (t* i)*,. ^-^ ^ ; 

ciò richiede che sia ^\ - <J/'^_, = .. . = <};', = : cioè la successione generatrice 
dei polinomi di Appell corrispondenti ad ogni singolo esponenziale è costituita 
da costanti, eccetiuato il primo termine (j/,.^, che può dipendere da j^. Ma appli- 
cando la (17) per ^. - i' = 0, otteniamo 

VOL. XL. 18 
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onde risulta , sotto le fatte ipotesi , che (^^.q e t^jQ sono funzioni di y differenti 
per una costante additiva. Scelta allora come nuova z la 2 — J 4^10 «^2/ otteniamo 
il gruppo 

/ i? , e ' (g + ir,.„r) , c * {ocg + Tti.r) , ... , e (a;'.. 2 + i:,-, r) 
(t = 1 , 2 , . . , , 3 ; Tt,o = 0) 



[20 , B] 



«*»»,,n-lp^i-n-f^ 



x^y^'U^'""'' r(^=0,l,...,n ; /=1,2,..., g^^, ; w=0,l,...,w,..,_,) 

af^'^-^-^^i >i-«-<+^V«^®^r-0 1 n • 7-1 2 « • 

mas«. di w > tny.„_^ + S^/ «,7) 

Qui le U/o I Tt,i , ... , Tt,-,^. sono q successioni di polinomi dell' AppeJl generati 
da successioni di costanti arbitrarie, che possono anche tutte in parte essere 
nulle. 

Ricordiamo poi che questo è il tipo generale dei gruppi [20 , B] nel caso 

in cui nessuno degli esponenziali e^*^, e'^* -^'^^ compare tra gli esponenziali 
delle (fj. 

Passiamo ad esaminare il caso in cui queste restrizioni non sono soddisfatte. 
Allora le funzioni a^ possono contenere , oltre quelli considerati sin qui , altri 
termini, di cui determineremo le condizioni di esistenza. Abbiamo già visto che 

se e^»^ compare fra gli esponenziali delle 9 , ed m,^ , n^ sono gli esponenti 

a •ti 
dei monomi caratteristici del quadro delle funzioni razionali che moltiplicano e *' , 

la forma di a^^ é data dalla (18). 

Ricordiamo che, se fra le <p si trova la funzione 

m n a X 

X *■> y <J e * 

m n —I (c+a )x 

con riij > 0, vi si trovano pure le x y ^ e * , dove m varia da zero fino ad 
un massimo non minore di m^j + 5^. 

Ora applicando la (17) ad a,., ed a^-.,., si vede tosto che tutti gli a„y pos- 
sono essere diversi da zero se il massimo esponente m cui può giungere x nelle 

m n -1 a x 

funzioni x y *^ e ' è non minore di m^ + 2 «,• Se codesto massimo m è mi- 
nore di m^ -f 2s,' , saranno nulli i coefficienti a^ {j è fisso) per w = , J , . • . , 

mfj+28i'-m-- 1. Così, se si applica la (17) ad a,., e ad a^., si trova che af- 

t i 

finché per un dato J tutti gli a^ possano essere diversi da zero è necessario 

che il massimo w di m in x'^y v' e^ » '^ sia non minore di m^^+Si^s^+l ; e 
se è m,j + Si<m< m^j + s^ + «^ + 1 sarà a^ = per tt = , 1, ... , m,;y + «| — w. È 
poi manifesto, che codeste condizioni sono sufficienti affinchè le (17) siano sod- 
disfatte dalle doppie sommatorie che compaiono nelle espressioni (18) degli a,|. 
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Ci rimane a dire qualche cosa nel caso presente circa 1 polinomi dell' Ap- 
pella a coefficienti dipendenti da y, che compaiono nelle espressioni (18). Ap« 
plicando come dianzi le (17) si trova che se x^y^ è un monomio caratteristico 

%a X 

del quadro delle funzioni razionali che moltiplicano e * , in (J;,^ può comparire 
un termine ay**"*"*, purché sia w > 2 ^^ — t - 1 e, per l ^ i,m > s^ ■\- Si — t 

37. Un gruppo della forma 

a X a X i a X 

r j p + ^r f e* q-\-ai^r ; ODe^ 5 + a^, r , . . . , x ' 6 •' 3 + a^, r 

dove le ^ ed a^j non dipendono da 2;, si può ridurre eome risulta dal n. pre- 
cedente^ alla forma 

a 09 a X a X $ 

r , i> , e < (5 + TCfo «•) > « * (^« + 1^.1 ^) , . . . , e * (JB < 2 + ir^, r) 

dove le 1:,^ , «fi , . . . , tj<, sono q successioni di polinonii d' A p p e 1 1 in x ge- 
nerati da costanti ed è in particolare 11,0 = 0. 

Possiamo allora assumere il gruppo [20 , C] sotto la forma 

a X a X a X $ 

p , eUq-ì- TC,o «r) , e < (xq + tt^, srr) , . . . , e * (X * g^ + it,.. zr) . 

t 

Ragionando come al n. prec. si conclude che le <pj hanno la forma e*^' x*^ y'* 
che tutti i polinomi 1:^, sono nulli e che infine il gruppo [20 , C] appartiene al 
tipo 

. a X a X i a X 

I p,e^ q , xe * qj...jX*e^ , zr 
(^=1/2 ,q) 

^ V' fi"^'"-'* ^ («=0,1, ... , n ; ;=1,2 ,..., q^^ : m-0,1 ,..., mj.^.,) 

(«-0,l,...,n ; J=l,2,...,3«_< ; mass, di m>mj.„^+2:A/5/ . 

38. I gruppi corrispondenti al groppo abbreviato [21] si ottengono aggiun- 
gendo ai gruppi [20] una trasformazione infinitesima della forma yq + T(a",y,2?j r 
Convien poi tener presente che nel caso del gruppo [21] si può supporre che 



[20 , Cj 
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uno degli a^ sia nullo : supporremo sia nullo a^. Avremo allora senza difficoltli 
alcuna il gruppo seguente, dove le notazioni hanno lo stesso significato del n. 35: 



[21 , AJ l e^ (q^T^i^r) ^ e* (xqj-Kn r) , . . . , e < (x ' g + ic,, r). 



P y q 7 yq-\-sir , ag^ + u, r , os^q + r, r , . . . , a;*^ + it, r 

a X t 

(i = 1 , 2 , . . . , Ti). 
Quanto ai gruppi [21; B], esaminiamo dapprima il caso in cui neirinsieme delle 

a X 

funzioni 9 non compare nessuno degli esponenziali e * , e, poiché in questo caso 
a© = , nessuna funzione razionale. Si trova allora il gruppo seguente , in cui 
sono conservate le solite notazioni. 

I P } yq-^- zr , q , a;g + iCi r , . . . , ar'^ -I- ic, r 

a X a X a X » 

e * (? + it/0 ^) , e < (Xq + ic^, r) , ... , e* (x *q + ^i, r) 

[21 , B] \x'^y''''e^'nJ' r(<=0,l,...,7i ;i=l,2,...,g^.,; m=0,l,.. ,m,..,_,) 
«•* y^^^^^^i'^ e^<^j'n-t+ ^^i^i to»- (<=0,l,...,n ; 7=1,2,...,3«.| ; 

mass, di m> m^-.^^i+STi, «< -^ hs) 

Nel caso in cui dello spazio delle 9 faccia parte qualcuno degli esponen- 
ziali e^'^ o uno spazio di funzioni razionali, si potranno aggiungere ai corri- 
spondenti iZif ed ai iC| alcuni termini, di cui abbiamo assegnato al n. la forme 
e le condizioni di esistenza. Quanto alla yq + ^r, che possiamo subito assumere 
sotto la forma yq + (7"^ -♦- 1(') r, si vede che 7" è una costante e. 

Quanto a 7' dobbiamo avere j=- ^ 0. E manifesto di qui che, se si trasca- 

rano termini congrui allo zero, a 7' porteranno un contributo soltanto le fua- 

« 
zioni caratteristiche delle 9 razionali. Siano x ^ j/**'' codeste funzioni caratte- 
ristiche : dovrà essere m;+, > mj + «. Avremo allora 



n 



Scegliendo come nuova z la 

"-^ ' y 
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+1 



ridacìamo Y a c^x * ed otteniamo la tj*a8forinazione inAnitesima 



yq + (cz + c^x "^ ) r. 



Troviamo infine, aggiungendo nel grappo [20^ C] la trasformazione infini- 
tesima yq -h z^{x ,y)r il gruppo 

a X a » a X 

e ' q j xe * q j . . » , x'i e * q 

(t=0,l,...,7i ;y=l,2,...,g,j_i ; mass, di m>mj.„_^-|-r/i,«,-^-f-«) 



Mendrisio ,. 19 Luglio 1901. 



CONCORSO A PREMIO 



Il B. Istituto Lombardo di Scienze e lettere pubblica il seguente tema a 
premio ; 

« La teoria dei gruppi di sostituzioni, fondata specialmente da L i e e svi- 
luppatasi neirultimo quarto di secolo, si è mostrata feconda delle più svariate 
applicazioni alla Geometria e all'analisi matematica. L'Istituto desidererebbe un 
lavoro nel quale si portasse un contributo od un perfezionamento notevole ed 
originale a questa importante teoria ». 

Scadenza 31 Marzo 1903 , ore 15. 

Premio L. 1200. 
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SULLA QUINTICA TERNARIA 



NOTA 



DI 



ALFREDO PERNA. 



Nella sua Memoria oiVeber ternàre Formen dritten Grades (*) » il sig. Gordan 
trova il sistema completo delle forme invariantive della cubica teniaria e nello 
stesso tempo dà un procedimento generale per ottenere un sistema di forme, 
il quale contenga quello completo e di grado m della forma ternaria di ordine 
ennesimo. Il prof. Malsano di Palermo ed il prof. Baker di Cambridge applicano 
il procedimento del sig. Gordan : il primo per determinare « I sistemi completi 
dei primi cinque gradi della forma ternaria biquadratica e gV invarianti y cova- 
rianti e contravarianti di sesto grado (*) » ; il secondo per stabilire < Il sistema 
completo dei concomitanti di tre quadriche ternarie (*) >. In questa Nota, appli- 
cando lo stesso procedimento, determino i sistemi completi dei primi tre gradi 
della quintica ternaria a^', insieme coi covarianti e contravarianti del quarto 
grado , dando in ultimo gV invarianti indipendenti del sesto grado. 

1. Sistemi completi dei primi tre gradì (*). Per la quintica ternaria 
f^aj^ = 6^5 = c^« r= . . . la forma di grado zero che le appartiene è u^ , mentre 
quella di primo grado è la forma stessa, cioè a^^. Partendo da questa ed appli- 



(') Math. Ann. Bd. I, pag. 90. 

(*) Giornale di Battaglini Voi. XIX, pag. 198. 

(') « On the full system of concomitants of ihree ternary quadrics »• Cambridge 
Philosophical Society's Transactions, Voi. XV, Part, I. 

(^) Un sistema di forme di grado m di cesi completo se è possibile esprimere in 
modo razionale e intero tutte le forme di grado m mediante quelle che costituisco- 
no il sistema e quelle di grado inferiore. 
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cando le combinazioni (') corrispondenti ai 20 sistemi modulari dati dallo spec- 
chietto (-) 



N.o del S. mod. 


i 


3 


3 


4 


S 


6 


7 


8 


9 


10 


\\ 


i2 


13 


14 


1S 


16 


17 


18 


19 


20 


u in a 



1 


1 




2 


l 
1 


2 




3 


1 
2 


2 

1 


3 




4 


1 
3 


2 
2 


3 
1 


4 




5 


1 
4 


2 
3 


3 
2 


4 

1 


5 



X in au 



si avranno delle forme invariantive di 2o grado, delle quali occorrerà scegliere 
quelle più convenienti (') per ottenere un sistema completo di forme quanto più 
ridotto. Si hanno cosi le cinque forme del secondo grado 

{ahu)ajì>j , (abuyajbj, (abw)» a^« ^ , (abuy a^b„ , {abu)^ , 

corrispondenti ai sistemi modulari 1 , 3 , 6 , 10 , 15 ; delle quali ; per V equiva- 
lenza dei simboli a e ò, sono nulle la 3» e la 5^. 

Il sistema completo di 2o grado è quindi costituito da 

(abuY a^ b^ , (aòw)* a„ b„. 



(*) Una forma invarianti va di grado m si ottiene, mediante la combinazione 
di moduli X e X, dalla forma F = ò^c^ci^ ... (bcu)ibdu){cdu) ... {Jl)cd){bcè){cde) ... di grado 
fii— 1 sostituendo a X fattori &« i c^ i ^o- » **' rispettivamente (bau) , {cau) , (dau) , ... , 
a X fattori (bcu) , (òc^u) , ... , rispettivamente (òca),(&e?a),..., e moltiplicando il risulta- 
to per a^**"*"^, se è n il grado della forma fondamentale. (V. Gordan, loc. cit., pag. 
91 e seg.). 

(^) I numeri della seconda linea sono i valori di X, come quelli della terza so- 
no i valori di x. Cosi la combinazione relativa al sistema modulare 18 sar& una 



delle 



'pXqX 



combinazioni di moduli X = 3,x=*2, sei? eg indicano 



(i)-3)!3!(g-2)!2! 

l'ordine e la classe della forma F, di grado m— 1, su cui si opera per ottenere la 
forma di grado in. 

(') Gordan, a pag. 94 della citata Memoria, dimostra che * Se (f^ e ffi sono due 
forme che si ricavano dalla forma 



ji -, j. (f ) p (t) 



r ^^^ u u 



.u, .S 



mediante due combinazioni che hanno gli stessi Moduli x e X (x rispetto alla «, X 
rispetto alla ac), la differenza ?| — ©i é una funzione lineare di forme precedenti 
(ordinate opportunamente), nei coefficienti delle quali le variabili xi ed x interven- 
gono solamente nel legame u^. 
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2. Applicando a ciascuna di queste due forme (^) le combinazioni relative ai 
venti sistemi modulari, e scegliendo per ogni sistema la combinazione più con- 
veniente^ si hanno i due gruppi 

I. {ahuya^^bj 



1. (abu)^ (acu) a„^ 6^* c^* 

2. (abc) (abu) aj b^^ cj 

3- {abu)* (acu) {bcu) a^ bj cj 

4. (abc) (abu) (acu) a^ bj cj 

5. {abcyajbjc^^ 

6. {abu)^ (acuf (bcu) a^ 6^* c^^ 

7. {abc) {abu) (acu) (bcu) a„* b^ c^* 



8. (abci^ (acu) aj^ bj c^ 

10. (abu)^ (acuy (bcuY a^ b^ c^ 

11. (abc) (aòu) (acuy (bcu) a^ bj c^ 

12. (abcy (acuY a^ bj c^ 

15. (abu)^ (acu)^ (bcu)* b^ 

16. (abc) (abu) (acu)* (bcu) bj 

17. (abcy (acu)* bj 



U. (abuYa^b^ 



1. (abuy {acu) b^, c^* 

2. (abc) (abu)* a„ b„ c^* 

3. (abuY (acu) {bcu) c„* 

4. (abc) (aòuY (acu) b„ Cg* 

5. {aJbcy(àbu)^a„b„c„* 

7. (abc) (abu)* (acu) (bcu) cj 

8. (abcy (abuy (acu) b^ c^* 



9. {abcy(abu)a„b„cj 

12. (abc)* (aòuy (acu) (bcu) c„ 

13. (abc)* (abu) (acu) b„ c„ 

14. (abc)* a„ b^, c„ 

18. {abcy (abu) (acu) (bcu) 

19. (abc)* (acu) b„ ; 



(') A pag. 99 della loc cit. il sig. Gordan dimostra che « se le forme F|,F,,r,,... 
costituiscono un sistema completo di grado m— 1, costituiranno un sistema completo 
e di grado m le forme appartenenti ad F, , Fj, , F3 , ... ». Le forme di grado m ap* 
partenenti ad una forma F di grado fn — 1 sono quelle che derivano da F appli- 
cando le combinazioni relative ai sistemi modulari 1^ 2, 3> ... ; una per ciascun si- 
stema ed arbitrariamente scelta, purché le forme di grado 971 che cosi si ottengono 
non si annullino identicamente, non si scompongano in forme di grado inferiore, nò 
si possano ottenere da altre forme di grado m — i mediante sistemi modulari infe- 
riori (Malsano, loc. cit., p. 200). 
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nei quali i numeri segnati a sinistra delie diverso forme (e che serviranno a 
richiamarle) indicano i sistemi modulari dai quali le forme stesse si son ricavate. 
Per le formo del primo gruppo, si ha che sono nulle identicamente, a causa 
deirequivalenza dei simboli a,bfC, le (4), (6), (8), (11), (15), (17), mentre 
le (12) e {!&) coincidono rispettivamente con le (5) e (7) del 2o gruppo. Si ha 
poi, ricordando le formolo di riduzione (') , 

(2)= (abc)(abii)ajbjcj = ^(abc).a^'bJcJ\(ahu)c^^(bcM)a^-^(cau)bJ 



= -^{abcya^njcJ'ti^, . 



(3) - (abtiy(acu)(bcv)ajbjcj = -^(abv)(acu)(bcti)aJbJcJ\{abu)c^+(bcu)a^-\^ (catt)bj 

' = — {abc){abv)(acu)(bcu) a^^b^^c^^'U^. 

ó 

Per le forme del 2o gruppo sono nulle le (13) e (IG), mentre si ha, indicando 
con (7), e (IO), le (7) e (10) del primo gruppo, 

{\)=i{nbc){abtiY(acu)b^Cg^^=^ {abc){abti)'(acu)b^cj \{abc)u^+{acì()b^^-'(bcu)aj = (8)-i/^ 
(9) ^ (abc)^{abu) aj>j,cj' = ~ {abcYaJj^c^ \k(^bu)c^-^ {bcu)a^ « (cau)bj 

-= - [abc)^aJy^c^'U.^ = —{U)'U^ 

(2) = {dbc)(ab\if aj)^cj^ = (abc)((ìbuYaJb^c^^ i(a&c)M^+2(acw)/>^! 

= (5) '^^o; -f (abc)\abu){acu)aj)^c^ \{abu) c^ -f {cau) b^ \ 
= (5)-Wa, + («&c)(a6w)(ac2t)a^6^«c^2 |(^^^)y^ _ (^c^,)^^| 

= (5)«:,;--(7).+-2" («M'(«M«rt;^a;^x''««; !(«CW)6^ - (bCu)o^\ 

= (5) • w^-(7),4 Y (abc)\abn) a^b^cj-tt^ \(abu)c^ - (abc) nj 
= f (5)", - (7), - i- (9) u^' = -(7)i+| (5) u, - i- (14) uj. 



(*) Capelli : " Lezioni sulla teoria delle forme algebriche ,, p. 23S e seg. 
vox«. XL. 19 



Digitized by 



Google 



)( U6 )( 

(12) :=- (abcy{abuy{acu){bcu) c^ = '{abcy(abu){acu){bcu)\(ahu)Cg,'\ (òcw)a^+(cau)ò^ 



-- (abc^iabu) (acii) (bcu) • "^ = y 



(3) = (abuy{acu){bcH)c^^ = (a&w)*(actt)(6cw)c^* j 2(acw)6^ + {abc)ti^ \ 

= (7) • Uof ¥ {abuy{acuy{bcu)b^c.jg j (abti) c^ — (acu) b^ \ 
= (7)-M^ + (abuy{acu)\bcu)b^c^ \ {abc)Ujg - (bcuìa^] 

= (7) • w^- (10), 4- '^(abc)(abuy{acu){bcu)c^Ug,\(acu)b„-(bcu)a^\ 
= (7)-Wx-"(10),+ — (aftc)(a6w)*(actt)*(6cw)c^tt^j (a&tt)c^- (a^c)u„\ 

= -(lO), + |(7).w,-i(12).V=-(10),+ |(7).u,-^(l8).t£,» 

Restano così le forme di So grado 

I. 

1. (abuy(acu)a^^bjc„^ 7. {abc)(abu){acu)(bcu) aj b^* c^^ 

6. (abcy aj ò^» c^» = H 10. (a6tt)*(acw)*(6cM)» a^ 6^ c„ 

IL 
1. (a6w)*(acw) 6^ Cjp* 8. {abcy {abuy{acu) b^. Cj.* 

5. (a6c)-(rtM* «0? ^x <^J 14- («*<^)* «« ^«^ ^x = C 

7. (a6c)(a6w)'(acw)(&cw)c3p* 18. (a&c)'(aòu)(acw)(òcu) ; 

delle qnali^ coin' è facile assicurarsi, nessuna può dedursi con moduli inferiori 
da altre forme del 2© grado, né, trovando le forme binarie corrispondenti o le 
forme corrispondenti della biquadratica ternaria, si ha che queste sono decom- 
ponibili (*). 



(*) Cfr. Maisano, Ice. cit. pag. 200. 
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3. Covarianti e contravarianti del 4.o grado. Tra le forme di 40 gra- 
do^ che dedaconsl dalle forme trovate di 3^ grado, consideriamo i covarianti 
e contravarianti. 

I primi sono 

(abcy(abd){acd)(bcd) d^« = C, 
(abcy(abd)*{acd)b^c„^dj = 
{abcy(abd)^a„b^cj'd^^^(abc){abd)^a^b^cjdj \{abd)c^ + 2{adc) bj 



I' 



—(abc){abd){adc)ajb„^cjdg,^ \(abd)c^-^ (cad)b^+(cba)d^.\ 



4- Y («^^)* «* ^ <^^ ^x i («2»c)d^ + (acd) b^ + (cbd) aj 

= l{abc){abd)(ac^)(bcd)a^^bjc^^dj + Y^abd^a^b^d^^f^l- C, + -| C/^ 

(a6c)(aM)(acd)(6cd) aj b^^ cj dj = C, 
{abd)\acd)b^ c^* = 
{abdy(acd)a^*bjc^^dj = 0. 

I secondi sono invece 
(abc)*{aduy(bduy(acu)(bcu){cdu) = G, 
(abuy{cduy(acu)(bdu) ^ G, 

(aòc)- (a6w)nadtt)(òdM)(cdf/)'^:^ (a6c)Ha&M)(adM)(òdM)(c(iw)^ t («Ctt)(&<^w^ 

= 2 (a6c)»(adti)«(òdu)*(6cu)(actt)(ccftt) = 2G, 
{a&c)(aòd)»(acM)(&cw)(cd»/)* = G3 

(abcy{abd)\acu)(bdu)(cdìiy = G^. 

Ne segue che tutti i covarianti del 4® grado sono deirs® ordino, ed allora 
•Dno della forma aC, + pC-/", sono del 2* ordine, od allora sono proporzionali 
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a C, ; nello stesso modo cbe i oontravarianti del 4* grado o sono della 10* classe, 
ed allora sono proporzionali a Gj , o sono della 7» classe , ed allora sono pro- 
porzionali a G, , finalmente sono della 4» classe, ed allora sono della forma 
aGj + ^G^ , essendo sempre a e /tJ delle costanti. 

4. Invarianti del 6.® grado. Notando che ogni invariante dell' n" grado è 

del tipo {abc) (abd) ^ ..{Irnpy^, e che quindi è 3(p, + p* + ... + p^) = 5/1, si vede che 
la qiiìntica possiede solamente invarianti il cui grado ò multiplo di 3. Quello del 
3" p'ado ò identicamente nullo; occupiamoci perciò di determinare gì' invarianti 
indipendenti del 6*^ grado, e di cercare in che modo può esprimersi, mediante 
questi , un invariante qualsiasi dello stesso grado. 

Ogni invariante del fi^ grado può scriversi sotto una delle seguenti forme : 

1. (abc)^(def)^ 

2. {abcy{abd){cef){def)^ 

3. (abcY{ade){bdf)(c€f)(de/y 

4. (abc)^abdy(cefy-(def)^ 

5. (abcy(abd)(abe){cdf)(cef)(defy 

6. {abc)\abd){ace)[bdf){cef){deff 

7. (abcY{abd){ace){J}ef)(cdf){defy 

8. (abcY(abd){ade)(bdf){cefY{defy 

9. {àbcY(abd)(ade){bef){cdf){cef)(defy'- 

10. {abcY(abd)(aef)[bef)(cde)(cdf){defY 

11. . (ahcY{adey{bdf)Hcefy(def) 

1 2. {abcy{adey{bdf){hef)[cdf)(cef){def) 

13. (abcy(ade)(a::f){bde)(bef){cdf)(cef){def) 

14. (abcy{abdy(dbe)(cdf)(cefy(defy . . 
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15. (abcy{abdy(ace){bdf)(cefy{def)^ 

16. {abcY{abdy{ace)(bef)(cdf){cef){defy 

17. {abcy(abdy{aef)(bef)(cde)(cdf){cen(def) 
19,. ((ibcy(abd)(abe)(abf){cde)(cdf)(cef)(defy 

19. (abcy(abd)(abe)(acd)(bef)(cdf)(cef)(defy 

20. {abcy(abd)(abe){acf)(bde){cdf){cef)(defy 

2 1 . (abcy(àbd)(abe){acf)(bdf)(cde)(cef){defy 

22. {abcy(abd)(abe)(ade)(bdf)(cdf)(cefy(def) 
2.3. (abcy(abd)(abe){adf){bdf)(cd€)(cefy(d€f) 

24. (a6c)*(a6d)(a66)(arf/')(6«/')(cde)(cd/')(cc/')(rfe/') 

25. (a6c)*(a6d)(acd)(ae/'){òrfe)(òe/^)(c(7/^)(c(?f)(rf6/^) 

26. (a6r)'(a6rf)(ac«)(ade)(6c/'){6d/^)(ce/')(rfc/')* 

27. (abcy(abd)(ace)(ade ){bcf){bef)(cdf)(d€fy 

28. (a6c)'(a?;di)(rtC€)(ac?e)(òJ/')*(cc/')«(c/e/^) 

29. {abcy(abd)(ace)(ade)(bdf)(bef){cdf){cef)(def) 
30: (a6c)^(aòd)(ace)(arfe)(66/^)«(ccf/)*(de/') 

31. (aòc)»(ai;rf)(acc)(ad/^)(6c/')(/;e/^)(cde)(def)* 

32. (abcy,abd)(ace){adf){bde)(bdf)(cefy{de/ ) 

33. (aòc)'(a&d)(ace)(aeZ/'){We)(6e/')(crf/')(ce/')(de/^) 

34. (abcy(abd)(ace)(adf)(bd/){bef){cde)(cef)(def) 

35. {abcy{nbd)(ace)(adf)(hefy{cde)(€d/)(d€f) 
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36. {abc)^{àbd){ade)^{bdf)(bef ){cdf){cefY 

37. (ahcY(ahd)(adeY{hef)^{cdfY(cef) 

38. (ahci^{ahd)(ade){adf)(bde){bef){cdf)(ceff 

39. {abc)\abd){ade)(adf){bef)\cde)(cdf)(cef) 

40. {abcy(abd){adé)(aef){bdf)(bef)(cde){cdf){c€f) 

41. {abcy(abd){ad€)(aef)(befy(cde){cdf)^ 

42. (abc){abd)(abe)(abf)(acd){bef){cde)(cdf)(cef){def) 

43. (a6c)(a6d)(aòe)(acd)(ac6)(òd/')(òe/')(cd/')(ce/^)(de/^) 

44. {abc){abd){abe){acd)(acf)(bde)(bef){cdf)(c€f){def) 

45. (a6c)(aòci)(a&e)(acrf)(ac/)(òd/^)(6e/')(cd6)(c6/^)(<ie/) 

46. (abc){abd)(abe)(acd)(aef)(bcf)(bdf)(cde)(cef){def) 

47. (aòc)(a6d)(a6e)(acd)(ae/^)(6c/')(Ò€/')(cde)(cd/')(de/^). 

Indicando ciascuno di quest'invarianti col numero che esso ha alla sua si- 
nistra, chiuso in parentesi, è facile riconoscere, a causa dell'equivalenza dei sim- 
boli a ,b , e fd , e y f j e tenendo presenti rispettivamente le sostituzioni circo- 
lari (ab) , (bc) , (ed) , (de) , (e/), che sono nulli gì' invarianti (1), (2), (4), (5), (14), 
(18;; (12); (42); (20), (43); (39). 

In particolare, tenendo presente la sostituzione (^,^ h ) ^ (af){bdce)y si ha 

(7)=(27)=0. 

Per gli altri si hanno le relazioni : 

(6) ^ (nbcY(bdf)(cef)(deff \{abc)(ade) -f (abe)(acd)\ = (3) + (7) = (3) ; 

(^):=(abc)\ade)(bdf)(cef)(def)^,(abc)(def)^abe)(cdf)^(abf)(cde)\ , cioè notando 
che gli ultimi due termini si riducono a —(9), eseguendo rispettiva- 
mente le sostituzioni (de) , (ab)(def) , (8) = (3) - 2 '(9) ; 

(9)=^(abcY(nbd)(ade)(cef)(def)'^\(bdf)(cef)'(bcf)(def)\y ovvero, riducendosi il se- 
condo termine a - (6) per la sostituzione (ab)(ef)y (9) = (8) - (6) = (8) — (3). 
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Segue, dalle due ultime, (9) = , (8) = (3). Poi 

(10) = (ahc)\ahd){bef)(cdf){def)^ \ (ade){cef) - {ace)(def) t = (9) - (7) = ; 

(n)=(ahcf(ade)(hdf)(cef)^(dp.f)\{adf){bde)^ (ahd)(def) |, cioè, tenendo presente 
la sostituzione (ab) pel primo termine, (li) = («) = (3) ; 

(lS)^(abcy(ade)(bef){cdf)(cef)(def)\(ade){bdf)''{abd){def)\, o anche, essendo il 
primo termine nullo , come si riconosce facilmente scambiando b con 
e, (13)=^(9)=0; 

(16) = (abcy{abd)^ace){cef)(defy'\{bdf)(cef) - (bcf)(def)\y ossia, trasformandosi il 

secondo termine in (8) per la sostituzione (ae)(bf)(cd) , (16)= (15) - (8) 
= (15) -(3); 

(17) = (abc)\abd)^(bef)(cdf)(cef)(def)\(ade)(cef)''(ace)(def)\='-2'(ì6)=2[(3)-(ib)\ ; 
(19) = (abcY(abd)(b€f)(cdf)(cef)(def)^ |(a6d)(acc)-.(a6c)(arf6)l=(16)-(9) = (15)-(3) ; 

(21) = (abcY(abd)(abe)(acf)(cef)(defY \ (bde)(cdf) - (bcd)(def) \ , cioè, tenendo pre- 

sente pel secondo termine la sostituzione (aebf)(cd) , (21) = (20) - (9) = ; 

(32) = (abc)\abd)(ace)(bdf)(cef)*(def) | (ade)(bdf) - (abd)(def) \ ^ (28)- (15) ; 

(22) = (abcY(abd)(ade)(bdf)(cef)\def) \ (ace)(bdf) - (bce)(adf) - (abc)(def) \ 

= (28) + (32) -(8) = 2(28)^(15) -(3); 

(23) :^ (abc)^(abd)(abe)(bdf)(cef)^(def) \(ade)(cdf) - (acd){def)\, vale a dire, ricor- 

dando pel secondo termine la sostituzione (af)(be)(cd) , (23) = (22) — (16) 
= 2 [(28-.(15)]; . 

(24) = (abc)Habd)(abe)(adf)(cde)(cef)(def)\(bdf)(cef)-(bcf)(def)\ = (23)-(2l) 

= 2[(28)-(l5)]; 

(25) -(abc)*(abd)(acd)(aef)(bef)(cdf)(def)\(bce)(def)-\'(bef)(cde)\ , ovvero, corrispon- 

dentemente alle due sostituzioni (aébdcf) e (ae)(bcf), (25) = (21) + (23) 
=21(28M16)] ; 

{:2%)^(abc)\abd){ace)(bdf)(cef)(def)^\(acf)(bde)-(abe)(cdf)\(a^ , cioè, tenen- 

do presente pel primo termine la sostituzione (bc)(df)y (26) = — (20) — (19) 
+(15)=(3); 
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(29) (rt6c)«(fl6d)(ace)(ade)(M/')(c«/')(de/')l(6d/){cef)-(6c/'){rfe/')i=(28)-(26)=(28)-(8)-, 

(30) = (a6cr(aM(«c«)(«de)(6«/')(cd/')(rfc/')i(6rf/')(ce/')-(6r/^)(rfef)i=(29)-(27)r(28)-(ò); 

(31) = {abcy(abd)(ace)(bcf)(bef)(defyi(ade){cdf)-(acd)(de/')\ , o anche, trasforman- 

dosi il secondo termine in (9) per la sostituzione {af){bd)(ce) , (31) 
-(^7)H9)-0; 

(S3):^(abc)*(abd){ace){adf)(bde)(cef)(def)\{bdf){cef)-{bcf){def)' , vale a dire, ricor- 
dando pel secondo termine la sostituzione (aebd(cf) , (33) - (32) + (27) 
= (28)-(l5); 

{34)- (abc)''(abd){ace)(adf){hef)(cef)(def)\(cdf)(bde)-(bcd){def)\, ossia, tenendo pre- 
sente la sostituzione (af){be){cd) , {U) = {3:i)-{il)^(28)-{l5) : 

(35)^{abc)*{abd)(ace){adf){bef)(cde)(def) \ {bdf){cef)- {bcf){def) ! =(34)- (31 ) = (28)-( 1 5); 

(AO)={abcY[abd)(ade){aef)(bef){cdf)(,cef)\{bde)(cdf)-(bed){def)\, cioè, scambiando a 
con b , (40)=(25)=2l(28)-(l6)] ; 

(36)=(a&c)'(a6d)(ade)(fed/')(6e/)(cd/')(ce/')j(ace)(de/) + (ae/')(cd«)!=(29)4(4U) = 

=3(28)-2(l5)-(3); 

(31)^{abcY(abd)(ade)*(bef){cdf){cef)\(bdf){cef)-(bef){def)\, o anche, trasforman- 
dosi il secondo termine in (32) per la sostituzione (acb){def) , (37)=(36) 
-(32)=2(28)-(15)-(3) ; 

(38)=(a6c)*{aW)(ad«)(6«/)(cd/')(ce/')«i(ode)(6d/')-(a6d)(dÉ/')i=(36)+(l6)= 

=3(28)-2(3)-(15); 

{i\)(ahc)\abd)(ade)(aef){bef){cde)(cdf)\{bdf){cef)-{bcf){defY, ovvero, per la so- 
stituzione (acb){def), (41)=(40)-(33)=(28)-(15) ; 

(44)=(aòc)(aid)(a&e)(acd)(6e/')(cd/')(ce/')(dc/')j(ad«)(6c/')+(a6/')(cde)-(aftc)(de/')| = 

=(43)+(42)-(19)=(3)-(l5)-, 

{ib)={abc){abd){abe){acd){acf){bef){cef){der)\{bde){cdf)-(bcd){def)\, o^r la sostitu- 
zione (afbdce), (45) = (44)-(24)=(3) + (15)-2(28); 
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(46)={abc)(abd)(abe)(acd)(bdf)(cd€){cef)(def)\(acf)(b^^ , cioè, tenendo 

presente pel secondo termine la sostituzione (afbe) , (46) = (46) + (25) 
=(3)-(15); 

(47)=(aòc)(a&d)(a6e)(acd)(ae/^)(6c/^)(cde)(cfe/)l(òd/')(cc/')-(6c/-)(de/)!, o, per la sosti- 
tuzione (af)(bc)(de) , {47)=(46)+(38)^3(28)-2(15)-(3). 

Risulta così che ogni invariante del 6° grado della quintica ternaria è sem- 
pre esprimibile come una combinazione lineare dei tre invarianti (3), (15) , (28). 

Napoli; settembre 1901. 
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LK CORRISPONDEiNZE COLLINEARI DEL FASCIO SIZIGETICO 

IN SÉ STESSO 



NOTA 



DI 



PIETRO PATRASSI. 



Il chiar. prof. Segre in una saa Memoria {*), trattando delle corrispondenze 
univoche sulle curve ellittiche, accenna alle corrìsp. collineari del fascio sizi- 
getico in sé medesimo. 

In questa nota voglio parlare diflFusamente di tali corrispondenze e caratte- 
rizzarle. Dovrò, per questo, premettere alcune nozioni note intorno alle curve 
ellittiche. 

1. Per lo studio delle corrispondenze sopra una curva ellittica qualunque, 
basta riferirsi alla curva generale del 3o ordine, che ne rappresenta (nel piano) 
la curva normale. 

Una cubica generale ha 9 flessi, i quali sono dati dalle intersezioni di essa 
con la sua hesslana, la cui equazione è (') : 



A = 



Al Al A« 
Al Al As 
Al Al A« 



= 



essendo f^, = ; 



av 



coordinate omogenee di un punto 



, in cui /'=0 è l'equazione della cubica, x^^x^,x^ le 



(V L^ corrìsp, unìvoche sulle curve ellittiche (R. Acc. delle Scienze di Torino 
Voi. 24<> 1888-89). 

(*) Cf. qui ed in seguito : Lezioni di Geometria. Clebsch. 
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Questi 9 flessi sono ordinati sulla cubica tre a tre in 12 rette, che si di- 
spongono in modo da formare quattro trilateri distìnti (trilateri inflessionali o 
sizigetici) , che hanno la proprietà di avere sul loro contorno lutti i 9 flessi. 
Detti trilateri sono caratterizzati dall'essere hessiane di sé stessi : partendo al- 
lora da questa proprietà, possiamo subito ottenerne le equazioni. Infatti una cu- 
bica, riferita ad un triangolo inflessionale, ha per equazione : 

(1) f = a{x^^ + acj* + X3^) + eèaci 07» «8 = , 

ove — è una costante dipendente dal modulo della cubica ed a?, aj, Xj le coor- 
a 

dinate di un suo punto. La sua hessiana è : 

(2) A = 6(a3 - 2^5) oc, x^ x^ - 6aò*(aJ,» + x^^ + x^^) = 0. 
Per la suddetta proprietà, dalle (1) e (2) abbiamo: 

(3) a* + 8 aò» = 



equazione, che risoluta rispetto ad-r-, dà i valori di questa costante per eia- 



scuno dei 4 trilateri, ossìa : 



(4) y = , -2 , ^2a , -2a«, 

essendo a una radice cubica immaginaria dell'unità positiva (•). 

2. Sia Z' = la cubica data e A = la sua hessiana : esse individuano un 
fascio (fascio sìzigetico) : 

(5) X/^ + liiA = 0, 



C) Quindi le eq^uaz. dei 4 triangoli inflessionali sono: 

«1X2073=0 ; 3x,a7tCC,-(aj,'+a7i'-far3'')=0 \ ^x^x^x^-7.{x^^-k-x^^+x^^)=^0 \ 

3ajjX2X3-a*(a?,'+a?3i'+a53')=0 ; 

Il problema dei flessi che sembrerebbe di 9« grado e quindi non risolubile al- 
gebricamente, per la disposizione di essi sulla cubica, si riduce alla risoluzione di 
un'equaz. di 4» grado, di due del 3o e dei sistemi lineari. 
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che ha per punti base i 9 flessi della f. Ad esso appartengono i quattro trila- 
teri sìzìgctici , i quali non ne sono altro che 4 cubiche degeneri ciascuna in 
tre rette. 

Ad una curva del fascio corrisponde una pure del fascio come sua hes- 
siana; ma invece ad una curva, considerata come hessiana, coiTispondono tre 
curve del fascio, cioè abbiamo nel fascio una corrispondenza [1 , 3J , ì cui ele- 
menti uniti (hessiane di sé stesse) ci danno i 4 trilateri sizigetici. Più general- 
mente, abbiamo nel fascio sizigetico 10 curve tali che ciascuna è hessiana della 
sua hessiana : in questo numero sono evidentemente compresi i 4 trilateri sizi- 
getici. L'equazione di 10'^ grado, che ne determina i parametri, la determineremo 
in seguito (n. 6) ; per ora noteremo che le altre 6 cubiche particolari hanno per 
modulo l'unità negativa e che si chiamano perciò armoniche, mentre le 4 cubi- 
che, le cui hessiane sono i 4 trilateri sizigetici, hanno per modulo una radice 
cubica dell'unità e sono perciò dette equianarmoniche. 

3. Se S e T sono i due invarianti della forma ternaria generale , V uno di 
4o Taliro di 6© grado, il rapporto anarmonico (modulo) a di una cubica è legato 

all'invariante assoluto = dalla relazione : (*) 

(6) i;=«r, "-•"'■'• 



T* (1 + a)\2 - a)M - 2a)^ 

e allora, se il rapporto anarmonico è armonico, sarà: a = — loa = 2oa = — 

e quindi sempre T - ; se invece è equianarmonico, sarà : 1 - a + a* = 0, cìoò 
S = 0. D'altra parte si dimostra che nel caso di T = 0, l' hessiana dell' hessiana 
coincide con la curva primitiva e se S = 0, l'hessiana della cubica si decompone 
in 3 rette, cioè possiamo dire : 



•<*) Dalla proprietà che su una curva ellittica (o del 3^ ordino) è costante il 
rapporto anarmonico dei 4 elementi doppi di ciascuna g^' esistente su essa, si de- 
duce il teorema fondamentale del Salmon per le cubiche : « E costante il rapporto 
« anarmonico delle 4 tangenti che possono condursi da un punto di una curva del 
3^ ordine a sé stessa ». Questo rapporto anarmonico costituisce appunto il modulo 
della cubica e rimane invariato per trasformazioni lineari, cioè : « Perchè due cu- 
« biche siano trasformabili biunivocamente Vuna nelValtraj è necessario e sufficiente 
« che abbiano lo stesso modulo ». In particolare per le corrisp. collineari, abbiamo: 
« Se tra due cubiche si ha un& corrisp. biunivoca, condizione necessaria e sufficiente 
« che questa sia collineare è che a 3 punti in linea retta dell* una corrispondano 
« 3 punti in linea retta dell* altra, ossia: Se ad un flesso delV una corrisponde un 
« flesso dell* altra, tra le due cubiche è fissata una collineazione ». Cfr. Clebsch: Lez. 
di Geometria. 
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« Una curva del 3^ ordine è armonica, quando T invariante T si annulla e 
€ allora l'hessiana della sua bessiana coincide con essa ; è invece equianarrao- 
« nica , se V invariante S si annulla e allora la sua hessiana si spezza in tre 
« rette (trilatero sizigetico) ». 

Se ora riprendiamo il fascio sizigetico : 

per una curva (Xpi), il rapporto anarmonico a^^ sarà legato airinvarìante asso- 

luto — ^ da una relazione della forma (6>. Quindi, poiché T è del 6© grado , 

le del 40, abbiamo nel fascio sizigetico 6 curve armoniche e 4 equianarmoniche, 
Se quali ultime hanno per hessiane i 4 trilateri sizigetici. 

4. Poiché condizione necessaria e sufficiente affinchè due cubiche si corri- 
spondano biunivocamente è che abbiano ugual modulo, osservando che nella 
relazione (6), relativa ad una cubica del fascio sizigetico, X e |jl entrano al 12» 
grado in S' e in T', abbiamo il teorema : 

«Nel fascio sizigetico )/+|xA=0 esistono sempre 12 cubiche aventi lo 

< stesso rapporto anarmonico, cioè lo stesso modulo generale ; (in particolare 

< però ve ne sono 6 con un rapporto armonico e 4 con un rapporto equianar- 
« monìco) », o in altri termini : « tutte le cubiche del fascio sizigetico , eccetto 
«le cubiche singolari, si distribuiscono in gruppi di 12 ciascuno, tutte proiettive 
« fra loro ». 

Possiamo aver subito il numero delle collineazioni che trasformano il fascio 
sizigetico in sé stesso. A tal uopo, basterà cercare tutte le collineazioni che tra- 
sformano una cubica del fascio in un'altra pure del fascio : infatti, per una di 
queste collineazioni, il fascio trasformato verrà ad avere gli stessi punti base 
del primitivo. E siccome si hanno 18 collineazioni che trasformano una cubica 
in un'altra di ugual modulo (*), il numero delle collineazioni che trasformano 
una cubica del fascio in un'altra pure del fascio, sarà: 12X18 = 216. Però tra 
queste vi sono 18 omografie, che producono nel fascio V identiià e sono quello 
che trasformano una cubica a modulo generale in sé stessa. Per ognuna di 
queste, infatti, si è visto che i 4 trilateri sizigetici sono uniti (n. 2) : ne seguo 
quindi che ogni curva del fascio é unita. Le altre 11.18 collineazioni, mentre 
trasformano il fascio sizigetico in sé stesso, fanno corrispondere ciascuna cu- 
bica alle altre 11 di ugual modulo. Allo scopo di caratterizzare queste collinea- 
zioni, cerchiamo di ottenerle in altro modo, dalla considerazione delle cubiche 
armoniche ed equianarmoniche. 

5. Come è stato poco fa osservato, ogni collineazione che muta fra loro le 



(*) Cf. Segre, memoria citata. 
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cubiche del fascio sizigctico, deve mutare in sé stessa la quaterna dei trilateri 
sizigetici. 

Se conveniamo di indicare in seguito una cubica col suo parametro, si è 
veduto (n. 1) che Tequazione di 4» grado 5he ci dà i parametri dei quattro tri- 
lateri sizigetici è: 

X* + 8 l\k^ = 0. 

Allora per risolvere il problema propostoci, studieremo la forma binaria bi- 
quadratica : 

e dalle sue proprietà dedurremo delle conseguenze geometriche, che ci condur- 
ranno alle corrisp. collineari singolari delle curve armoniche in sé stesse. 

Intanto per la nostra forma biquadratica avremo i seguenti scorrimenti: (*). 

Il secondo scorrimento di f con sé stessa o covariante hessiano (del 2^ gra- 
do e del 4^ ordine) : 

H = 8 (XV - [il*). 
Il quarto scorrimento di f con sé stessa (invariante di 2^ grado) : 

1 = 0. 
Il primo scorrimento di f con H (covariante di 3° grado e del 6^ ordine) : 

T = 2 (a« - 20 XV'* - 8 [k^). 
Il quarto scorrimento di f con H (o invariante del 3^ grado) : 

; = - 24. 

Come ò noto , tutti gli altri invarianti e covarianti possono ricondursi ai 
precedenti. 

in particolare avremo: 
Il secondo scorrimento di f con H : 

{f , H), = 0. 



(*) Cf. Clebsch — Teoria delle forme binarie biquadratiche. 
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Il secondo acorrlmento di H con sé stesso : 

(H , H), = - 8 (X^ + 8 ÀIA») = 1 ;/ = - 8A 

Ora il quadrato del determinante funzionale (/,H), -= T di due forme /" ed 
H può rappresentarsi come funzione quadratica delle forme stesse, si ha cioè 
la formola : 

e poiché nel nostro caso: (/ , Z'), = H , (/ , H)j = , (H , H)j = - 8/', abbiamo : 

T* = - -i (H» - Qp). 
Ura Tequazione H' - 8/^ = 0, di 3* grado rapporto ad —, risoluta dà : 

y = 2 , 2a , 2a« 

essendo a una radice immaginaria dell'unità positiva. 

Per la proprietà nota della scomposizione di T* in tre fattori quadratici 

f H - 2/^ = - 2?^ = - 2 (X* - 2 XjJL - 2;ji*)« 
H - 2a/' = ~ 2(};« = - 2a(X* - 2a» Xpi - 2aiJL«)« 
H - 2aV= - 2x* = - 2a« (X* - 2a Xix - 2aV*)* 
e quindi : 

T = 2?(l;x 
Ora sussistono le relazioni: 






__ _^_ (fa)» , 

(9*)i ' X " " (?*). '■*""" (X?)l ' 

e poiché, se si hanno due forme: f = a^^ , /" = b^^, la condizione perchè i due 
elementi di f siano situati armonicamente rispetto a quelli di Z', è: (/,/")!= 0, 
la quale relazione ci dà gli elementi doppi deirinvoluzione determinata dalle due 
coppie di elementi f ed f \ avremo cioè : 
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« I 6 elementi di T - si dividono in tre coppie 9 , '| , X ^^^^f Ctlie ciascuna- 
« ha gli elementi situati armonicamente rapporto a quelli delle altre due coppie, 
« ossia ciascuna coppia rappresenta gli elementi doppi delT involuzione deter- 
« minata dalle altre due ». 

6. Ritorniamo ora air equazione di 4° grado , che ci dà i parametri dei 4 
trilateri sizigetici ed applichiamo ad essa i risultati precedenti. 

Mostriamo innanzi tutto come l'annullarsi del covariante T dà un' equa- 
zione di 6® grado in — , le cui radici sono i parametri delle 6 cubiche armo- 

niche del fascio sizigetico : )/ + piA = 0. — Sappiamo che una curva armonica è 
caratterizzata dalla proprietà che Thessiana della sua hessiana coincide con 
essa. Sia : 

/'= ^(yi' + !/t' + ys') + 6ix y, y,2/, = 

Tequazione di una curva del fascio sizigetico ; la sua hessiana è : 





A = 


= >,(!/.' 


+ yz' 


+ y,») + 6 u, 


ViViVi 


= 0, 


ir 


i cui : 

• 












e 


V hessiana di A è : 













A, = h (.Vi* + 2/,* -1- y,*) + 6 |i, y, y» 2/, = , 
in cui: 

Quindi, perchè la / sia armonica, deve aversi : 



= ^ = _ 



V X» + 2ji»^ 



da cui si ha: 






>'«» - 12 X',..» _ 168 X*,*» - 64 ).(*• = , 



la quale risoluta dà i parametri di 10 cubiche , le cui hessiane dell' hessianc 
coincidono con esse. Ma, come abbiamo notato precedentemente (n, 2), tra queste 
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vi sono i 4 trilateri sizigetici, onde il 1® membro dell'equazione precedente s» 
spezza ne' due fattori : 

X* + 8X;x5 ^ X«-20XV-8:j.* 
e quindi: 

X« - 20 XV* - 8|X« = 

ci dà i parametri delie 6 curve armoniche. Dunque precisamente, come vole- 
vamo mostrare, il covariante T della forma biquadratica /= x* -h 8 Xpi», ci dà, 
col suo annullarsi, 1' equazione che determina i parametri delle sei cubiche ar- 
moniche. 

Segue subito di qui che nel fascio sizigetico le 6 cubiche armoniche si di- 
spongono in tre coppie tali, che ciascuna rappresenta gli elementi doppi dell'in- 
voluzione determinata dalle altre due ^n. 5). 

7. Andiamo a parlare di altre corrispondenze del fascio sizigetico in sé 
stesso, per le quali sempre la quaterna dei trilateri sizigetici torna in sé mede- 
sima. La detta quaterna é equianarmonica (*;. Quindi se A , B , C ^ D sono i 4 
trilateri sizigetici , avremo nel fascio sizigetico le quattro proiettività cicliche 
di 3^ grado: 

ABCD A ACDB ; BACD a BCDA ; CABD a CBDA ; DABC a DBCA. 

Osserviamo subito che un elemento unito per ciascuna di esse è dato da un 
trilatero sizigetico; l'altro elemento unito dev'essere una cubica equianarmonica, 
perchè la quaterna delle curve equianarmoniche, come quella dei trilateri, deve 
tornare in sé stessa per ognuna delle dette proiettività cicliche e quindi avremo 
in essa un ciclo del 8^ ordine e di conseguenza un elemento unito. Ma per me- 
glio studiare queste corrispondenze , profitteremo delle proprietà di una forma 
cubica binaria. 



(') Infatti Tinvariante assoluto di una forma binaria quadratica è: 

t^ _ (1 - « f ^^f 

f (1 + a)2(2-a)*(l -2a)*' 

in cui a è il rapporto anarmonico dei 4 elementi, i cui parametri costituiscono la 
forma data. Ora se questo rapporto è equianarmonico, a dev'essere una radice cu 
bica dell'unità negativa e quindi 1 — a -f a* = , ossia i = , il che precisamente 
avviene nel caso presente (n. 5). 

VOL. XL. 21 
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Se — =0, —2, — 2a, - 2a* , sono i parametri dei 4 trilateri sizigetici cor- 

rispondenti rispettivamente adA = 0, 6 = 0, C = 0, D = 0, consideriamo le 
quattro distinte forme binarie cubiche , a cui essi parametri danno luogo presi 
tre a tre : 



(1) /'=x» + 8[jl' , (2) /' = X»-2X«pL + 4X|X* , 

(3) /* = X3 - 2a X*|x + 4a* Xjjl» , (i) f = a« - 2 a^X^ + 4 a Xpi» . 

Consideriamo, ad esempio, la (1) e calcoliamone 1 suoi scorrimenti. Essi sono: 

Il secondo scorrimento di f con sé stessa^ o covariante hessiano: à = IGXpi. 

n primo scorrimento di f con A, o determinante funzionale delle due forme: 
Q = 8(X3-ijl3}. 

// secondo scorrimento di f con A, che è identicamente nullo. 

Il secondo scorrimento di f con se stesso, o discriminante di 1: R=: — 128. 

Ed usando la solita formola (n. 5), che esprime il quadrato del determinante 
funzionale {f , (p)| delle due forme / e <p come funziono quadratica delle forme 
stesse (*), perveniamo alla relazione: 



A»rr 



e ponendo: 



si ottiene : 



= -2{<i.if^){Q-ifS^lf) 



(ì-nfyjj^n* , Q-»r^| = ,i^ 



A = - 2P)j 
E se prendiamo ^ , >] come nuove variabili, dalle precedenti otteniamo ; 

/- ----^(5'-n») , Q = |» + n» 

e 86 a è una radice cubica immaginaria dell'unità : 

f --- --_ a - Vii - o>i)(| - a»>i) , Q = (5 + /()(! + a>i)(5 + a'>iì 



>ll 



(*) Clebsch: Teoria delle forme binarie cubiche. 
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dalle quali : 

S - >3 = , 5 - a>3 = , 5 - aV, = 
$-H>j = , E + a>3=0 , l ^ a^Yi ^ 0. 

Si potrebbe vedere (costruendo effettivamente il rapporto anarmonico) che 
j tre elementi di Q = sono disposti in modo che ciascuno è il coniugato ar 
monico d'un elemento della forma data, rapporto agli altri due elementi della 
stessa. Identica relazione presentano gli elementi di f = con quelli di Q 0. 
Inoltre gli elementi di f=0 e quelli di Q = sono situati rispetto a quelli di 
i = 0, in modo da formare un sistema ciclico : infatti, è noto che, se il rapporto 
anarmonico formato dagli elementi doppi e da due elementi corrispondenti in 
una data proiettiviià è uguale ad una radice «*"" dell'unità, si può, partendo da 
ciascuno degli elementi della serie, ottenere un sistema ciclico proiettivo di n 
elementi. Nel nostro caso il rapporto anarmonico di due elementi dì f=0 con 
5 = , Kj = non cambia per una permutazione circolare : esso resta sempre 
ugnale ad a e lo stesso avviene per gli elementi di Q -- 0. Quindi, abbiamo una 
proiettività ciclica di 3** grado , i cui elementi uniti sono dati da : A = , ossia 
da : g = , r^ - ; e poiché A = 16 Xpi, da: X = 0, [Ji = 0. Quindi nel fascio sizigetico 
abbiamo una proiettività ciclica di 3® grado, i cui elementi uniti (). =0,fii = 0) 
SODO un trilatero sizigetico e la cubica equianarmonica di cui esso è hessiana. 

In modo identico, considerando le tre forme (2), (3), (4), si perviene ad altre 
tre proiettività cicliche di 3** grado, i cui elementi uniti sono sempre un trila- 
tero sizigetico e la cubica equianarmonica, di cui è hessiana. 

Quindi nel fascio sizigetico abbiamo 4 proiettività cicliche di 3^ grado, per 
le quali la quaterna dei trilateri torna in sé stessa: la coppia di elementi uniti 
per oiascuna di queste proiettività, è data da un trilatero sizigetico e dalla cu- 
bica equianarmonica, di cui quello è hessiana. 

8. Riepilogando, abbiamo dunque che le corrisp. collineari del fascio sizigetico 
in sé stesso, cioè le corrispondenze che fanno tornare in sé stessa la quaterna 
dei trilateri sizigetici, sono : 

lo tre involuzioni, che hanno rispettivamente per coppie di elementi doppi 
una coppia di cubiche armoniche, di cui ciascuna è hessiana dell'altra. 

2o quattro proiettività cicliche di 3<^ grado (e le loro inverse), che hanno 
ciascuna per elementi uniti un trilatero sizigetico e la cubica equianarmonica, di 
cui quello è hessiana. 

Onde vediamo che per le coUineazioni del fascio sizigetico in sé stesso , o 
si trasforma in sé stessa ogni cubica armonica di una coppia, determinando una 
corrisp. collineare singolare, o si trasforma in sé stessa una curva equianarmo- 
nica, determinando una corrisp. collineare singolare. E siccome una cubica ar- 
monica torna in sé stessa per 18 coUineazioni singolari , mentre una equianar- 
monica per 36 coUineazioni pure singolari (^) , le coUineazioni per le quali il 



(*) Cf. Segre Memoria citata. 
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fascio sìzìgetìco torna in sé stesso sono : 18 X 3 = 54 , dovute alle tre involu- 
zioni ; 36 X 4 =^ 144, dovute alle 4 proiettività cicliche di 3<> grado : in tutto 198. 
Ma queste non sono tutte quelle richieste : a questo numero si devono aggiun- 
gere quelle collineazioni per le quali il fascio sizigetico toma in sé stesso, non 
scambiando le curve del fascio, cioè che producono nel fascio Tidentità. E sic- 
come una cubica a modulo generale torna in sé stessa per 18 collineazioni or- 
dinarie, sarà 216 il numero totale delle collineazioni, che trasformano il fascio 
sizigetico in sé stesso (*). 

9. Valendoci dei risultati precedenti , scriviamo le equazioni delle cubiche 
armoniche, ordinate a coppie , in cui ciascuna è hessiana dell' altra ; e delle 4 
cubiche equianarmoniche e delle loro rispettive hessiane (tri!, sizig.). 

Prendendo ai solito Tequazione di una cubica generale sotto la forma : 

f^ a(flC|' -h x^ -f a?3*) -h 66x, oc, a» = 

le tre coppie di cubiche armoniche, che godono della proprietà suddetta, sono: 

a* -h t a* — t 

-; ;- (a?,* -f x^ + x^^) - 3^-,a?8X, = - .- {x^^ x^ -i- a?,'; - Zx^x^x^ - 

1 -H t 1 — l 

^-^ (x,» -f 05,3 ^ a?^3> _ sac^xjicj = —^ (x,» + ac,» -f x^^) - 'òx^x^^ = 

1 -f- 1 1 — 1- 

1 -f- t A * 

Le equazioni delle 4 coppie, costituite ciascuna da una cubica equianarmo- 
nica e dalla rispettiva hessiana, sono : 

a?i* -f a?3i' + x,' = ac, «» «« = 

^i' + 3^2* + »»• + 6 CC| acj Xj = X,' -i- 0*,^ -I- 07,3 - Sas, a?, x, = 

a (x,* -h -r,' 4- X3') -I- 6x, X2X3 = a {x^^^x^^+x^^) — 'òx^x^r^ = 
a*(X|» + Xj» + Xj») + 6 x^ X, Xj = a*(x,Hx43-hX8'; - Sx^Xj-t, =^ 
10. Notiamo ora alcune proprietà della forma biquadratica, dianzi studiata, 



(•) Di queste, 9 sono involuzioni, 80 proiettività cicliche di 3^ grado, 54 di 4», 
72 di 60 e ridontità. 
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che ci è servita per determinare gli elementi doppi delle tre involuzioni del 
fascio sizigetico. 

Consideriamo insieme ad essa il suo covariante hessiano, avremo : 

Il covariante iiessiano di H è : K = — 8(» + 8X|a^) , cioè, a meno di un fat- 
tore costante, non è altro che la forma primitiva f. Quindi : « L' hessiano del- 
« r hessiano della nostra forma biquadratica coincide con essa ». 

Il 4® scorrimento di H con sé stesso è : t' - ^ onde : « L' hessiano della 
« forma biquadratica data (che ò equianarmonica), è pure una forma biquadra- 
tica equianarmonica ». 

Il 1® scorrimento di H con K è : 

T' = 16 (X« - 20 X» fx» - 8.*«) 

ossia : « A meno di un fattora costante, il covariante T di / coincide con lo 
« stesso covariante della sua forma hessiana ». 

Quindi H gode delle stesse proprietà di /" e nei ragionamenti fatti, si sa- 
rebbe potuti partire da H, anziché da f. Di più, l'annullarsi di H, ci dà un'equa- 
zione di 40 grado, le cui radici sono precisamente i parametri delle 4 cubiche 
equianarmoniche. Onde, per H notiamo un'ulteriore proprietà, ossia : V hessiano 
K, di H annullandosi dà i parametri dei 4 trilateri sizigetici, che sono le hessiane 
delle 4 cubiche equianarmoniche, i cui parametri sono dati da H -0. Ciò non 
si verifica per /*, poiché l'annullarsi del suo hessiano H, non dà i parametri 
delle cubiche bessiane dei trilateri sizigetici (.bensì quelli delle 4 cubiche equi- 
anarmoniche), essendo Thessiana di un trilatero sizigetico sé stesso. 

Notiamo ancora una proprietà del covariante T di f : 

T = 2 (X« - 20 X» ]}? - 8iJL«). 

Calcolando il suo hessiano^ si ha: 

T' = - 32(Xijl)(X« -h 7 X» pl» - 8ijl«) , 
ovvero : 

T' = - 32 X|x (X» + X[jL - 2|A*)(X* + a X|x - 2 aV*)lX» + a* Xpi - 2aiJL*) , 

cioè : < Il covariante hessiano del covariante T della forma biquadratica equia- 
1: narmonica / = X* -h 8 Xpt' e della H = 8(XV*-|x*} è uguale, a meno di un fat- 
« tore costante, al prodotto di quattro espressioni quadratiche, che sono preci- 
< samente i covarianti hessiani delle 4 cubiche distinte, cui dà luogo la consi- 
€ derazione di tre degli elementi di ^ o di H nei diversi modi possibili (n. 7; », 
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Scomponendo ancora ciaecuno dei fattori quadratici in due fattori lineari, 
otteniamo : 

T'=- 32|X|x| . i(X-f.)(X+2f.)l . |(X-oc(i)(X+2a x)| . |(X-aV)(X t2 a^OJ. 

Quindi l'annullarsi di T' ci dà i parametri di 8 cubiche, distribuite in cop- 
pie nel seguente modo : 

X 

l = 00 

\^ 

(~ = fJl=:-2 (IL = _2a [-11 = -2a* 

ossia ciascuna coppia è formata da una cubica equianarmonica e dall' hessana 
(tril. siz.). 

Adunque, ritornando alle corrisp. collineari del fascio sizìgetico in sé stesso, 
per avere gli elementi uniti delle 4 proiettività cicliche di 3® grado già studiale, 
basta considerare la forma di 6® grado T (che annullandosi dà i parametri delle 
6 cubiche armoniche) ed uguagliare a zero il suo covariante hessiano T' : si 
ottiene un' equazione di 8® grado , il cui 1° membro è scomponibile in quattro 
fattori quadratici, ciascuno dei quali rappresenta la coppia di elementi uniti di 
una delle 4 proiettività cicliche di 3® grado, per le quali il fascio sizigetico torna 
in sé stesso. 

Osserviamo finalmente la particolarità : « Il covariante hessiano T' della 
« forma di 6© grado T é il prodotto di due forme biquadratiche f ed H, ciascuna 
« hessiana dell'altra ». Evidentemente tutte queste proprietà si verificano per le 
relazioni esistenti fra /", H e T. 

Camerino, Febbraio 1902. 
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CAMBIAMENTI DI VARIABILI 

CHE CONSERVANO LE TBASFOEMAZIONI INFINITESIMALI 
NEI SISTEMI DIFFERENZIALI ORDINARII 

NOTA 
Dott. GUSTAVO SANNIA. 



1, Detto X l'operatore lineare 

rm» 

8 8 8 \^ 8 

ove le X^ sono fanzionì delle variabili x, , x^, . . . , ai)„ , l'equazione 

eqaìvalente al sistema 

può scriversi breveitiente 

Xy = 0, (2) 

2. Assumendo nuove variabili indipendenti i/q, y^y-'^Pn definite da 

Vr^Vri^o a?, ...OJj (r = 0,1,2,..., n) 

ogni funzione ^(aCft x^ ...a?^) si cambia in un altra che indicheremo con <f{yoyv"»^n^ 
e l'operatore lineare X si cambia in un altro che indicheremo con X. Avendosi 



SssmU — 

dx^ ^ dy. ' dXr 
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sì ha 



f^Kfl SskW 






e posto 



si ha 



o meglio 



- V d 



Xcp = X(p 



X(p = Xcp. 
3. Detti X e X' due operatori lineari ed X e X' i trasformati si ha 

XX' = XX' , X'X = X'X 

onde posto 

[X,X'] = XX' - X'X 

si ha 

[X,X'] = |X,X*1 
meglio 

[X;X'] = [X,X']. (3) 

L'operatore lineare 



[X , X'I = XX' - X'X = J^^^V ~ ^'^r) A- 



;sso 



si dice parentesi dei dae operatori X e X', onde la (3) può enunciarsi: la trasfor- 
mata della parentesi di due operatori lineari è eguale alla parentesi degli ope- 
ratori trasformati. 

4. Una trasformazione di variabili del tipo 

^r'^Vr-^ e5r(yo , l/l i - ? «J (^ =0, 1 2 - Ti), 

ove e è un infinitesimo e le E^ delle funzioni finite, si chiama trasformazione in- 
finitesimale. 

Si dice che il sistema (1) e V equazione i2) armnettono una trasformazione 
infinitesimale, quando questa tra^^forma il sistema e Tequazione in altro sistema 
ed equazione equivalenti, a prescindere da infinitesimi dì ordine superiore. 
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Eseguita la trasformazione, possiamo rimettere le x al posto delle y, sicché 
possiamo dire che la trasformazione infinitesimale non fa che dare Tincremento 
infinitesimo 6|^(a5o , a?, , . . . , a;„) alla variabile fl?^, (r = , 1 , ... , n). 

L' operatore lineare 



dXo 



d_ 

co?, 



A = 5or.- + 5.,- + ... + 5„^ 



SÌ chiama il simbolo della trasformazione infinitesimale e si dimostra che (^) : la 
condizione necessaria e sufficiente affinchè il sistema (\) e V equazione (2) am- 
mettano la trasformazione di simbolo A è che sia 

[X, A) = a.X 

ove a è una certa funzione delle a?o «i . • • ^n che può essere anche nulla; e pre- 
priamente 

a è nulla per quelle trasformazioni in cui 5© = ^ > ^^^^ P®^ quelle che non spo- 
stano aCo e che chiamansi trasformazioni ridotte. 
La trasformazione di simbolo 

è una trasformazione ridotta ed è ammessa dalla (2; che 

[X, V] = [X, A -- Eo-X] = [X, A] - X?o-X = (a - X5o)X =- 0. 

5. Sia A una trasformazione ammessa dalla (2). Eseguendo un qualunque 
cambiamento di variabili, X si cambia in X e A in A e si ha 



[X,A]=[X,A]=^aX = a.X 

cioè Xcp - ammette la trasformazione di simbolo A che noi diremo la trasfor- 
mata della trasformazione A, dunque: Se un' equazione Xq? =0 ammette una tra- 
sformazione A, eseguendo un qualunque cambiamento di variabili, l'equazione tra- 
sformata ammetterà la trasformata di S. 



6. Consideriamo un sistema differenziale ordinario 



f^ = dx^ X,daro = ^r = 1, 2, . . . , n) 



(4) 



(*) Cfr. Jordan. Cours d'Aiialyse voi. Ili, pag. 81. 

VOL. XI,. 



y2 
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equivalente all'equazione differenziale 

Se di tal sistema si conoscono i (< 91) relazioni integrali distinte 

9*(a?o^....O = CA (^=l,2,...,i), (6) 

assamendo per nuove variabili 

dove yo , y, . . .!/«_,• sono w - t + 1 funzioni arbitrane delle a?„ac, • • • ^n e tali che 
le (7) siano indipendenti, V equazione (5) si trasforma in 



X9 = i;xy.A^ = o 



cioè in 



essendo 



V ^r 



^y. 



Xt/,_.,.|=0,..,,Xj/„ = 
e il sistema (4) si cambia in 

gr = dy,^'^dyo--0 (r=l,2...n). (8), 

Xyo 

Le ultime i equazioni, essendo Xj/^ = (r = n - 1 4 1 , . . . , n) , danno imme- 
diatamente |/rt_^+4 = <^i j • • • ? 2/ft = c^ ^ e sostituendo questi valori nelle rimanenti 
n -i equazioni, si etilene un sistema ridotto di n — i equazioni con n — t + 1 va- 
riabili indipendenti y^, y^'^Vn-v 

7. Se del dato sistema si conosce un moltiplicatore pi, se ne può sempre de- 
durre un altro pel sistema ridotto 

Xv^ 
gr^dy^^^r^dy^^O (r = 1 , 2 , . . . , n - 1) (9) 

Xyo 
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ed è |i-a ove a è il determinante dei coefficienti a^, delle relazioni 
A' = «ri^i + a^,5'2 + -.- + «r«5'« C»'=l;2,...,n) 

che debbono esistere tra i primi membri dei sistemi (4) e (8) , essendo tali si- 
stemi equivalenti (teorema di Jacobi). 

8. Se del sistema (4) si conosce una trasformazione infinitesimale ammessa 
Ij sarebbe utilissimo poterne dedurre sempre un' altra ammessa dal sistema tra- 
sformato e ridotto (9). Notiamo subito che (§ 5) il sistema (8) essendo il tra- 
sformato di (4), ammette sempre la trasformazione di simbolo 1; ma il sistema 

trasformato e ridotto (9) non sempre ammette £l, come è evidente: del resto A 

sposta 2/„_,+| , . . . , y„ che in (9) compariscono solo nei coefficienti come costanti. 

Difficile è la quistione posta in tutta la sua generalità; ci fermeremo quindi 

ad un caso particolare interessante che spontaneamente si presenta: vedere se (9) 

ammette la trasformazione che ha per simbolo quello che si ottiene da T soppri- 
mendovi quanto riguarda le y^«<+| , • • . y», o meglio disporre delle Vo >!/«••' > Vn-i 
in modo che ciò accada. 

9. Sia dunque 

una trasformazione infinitesimale ridotta^ come possiamo sempre supporre (§ 4), 
ammessa dall' eq. (5), sicché (§ 4) 

[X,A1 = 0. (10) 

Eseguendo il cambiamento di variabili (7), la (5) si cambia in (5)' e il sistema (4), 
trasformato e ridotto diventa il sistema (9). 

Nel simbolo A trasformato di A 

supponiamo costanti le 

yii.i.|.i 7 • • • 7 Vii 

e consideriamo la trasformazione di sìmbolo 

tail|~t 
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che ridotta dà l'altra 

supposto Xj/q=|=0. Affinchè essa sia ammessa dalla (5)' occorre e basta (§ 4) 
che sia 



ossia 



[x,v,] = o 

X,A--^.XÌ=0 

Xyo J 



e svilappando e ridacendo 

[x,i;]-x(^yx=o. 

\Xyo/ 
La (10) espressa nelle nuove variabili dà, (§ 3) 

[X.iJ 



ma posto 

risalta 

onde (12) diventa 

cioè 

sicché la (11) diventa 

Ora A, è del tipo 






[x , 5", + s;] = 
[x,a;] + [x,a;]=o 

[x,A;j + xfMVx = o. 
Vxyy 



quindi 



— V ^ 

^1 = Zj ^r 7- , (>lr = , r = 0, 1 , . . . , n - 1) 



fon 



(11) 



(12) 



(13) 
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ossia 



ma )3^=:0 (r -=0,1,2,. ..,n-e)> o/iindi anche Xiii^ = 0(r :r:0,l,. ..,n-i), poi y^ e («) 
quindi anche r,^ = Ay, (r = n - i + l . . . n) sono integrali di X 9 = 0, quindi Xj/,. = e 
X »iy - (r = n - « -H 1, . . . w) , dunque 



rm»-' 



[x,ì.i=-2a.(xi/,) ^ 

e la (13) diventa 

ed eguagliando coefficienti di - — nei due membri 



x(^^).X;=:-Ì;(TO (14) 



(r = 0, 1, 2 ... n — i) 

che sono le condizioni necessarie e sufficienti affinchè X9 = ammetta la tra- 
sformazione trasformata e ridotta ^,. 

Esse si semplificano molto specializzando la funzione j/^; prendiamo y^ fun- 
zione della sola Xq, allora 

e le (14) diventano 

Il (X^J = (r = 0, 1, 2 , ... , n - €j 

delle quali la prima (r = 0) è soddisfatta identicamente, che A^ non opera su ^o > 
quindi infine 

a7(X^)=0 (r=l,2,...,n-t) 



(') Infatti se una trasformazione 1 è ammessa da un' eq. X9 = 0, A trasforma 
gFintegrali di tale equazione in sé stessi; ma è facile vedere che applicando la A 
a un integrale 9 questo si cambia in opf-s-Àcp a prescindere da infinitesimi di or- 
dine superiore, dunque anche A9 è integrale di X9 = 0. 
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ossia 

dXy, 



2 Ay.-Zr = 0(r = l,2,...,»-t). (15) 

Esprimiamo queste condizioni nelle primitive variabili: Ay, diventa dy, , poi 

quindi le (15) diventano 

2 i;iy..'g^,^' = o(,. = i,2,...,«-o (16) 

«=n-t+f r»=o ''•^i ^y» 

Essendo per le (7) 

Vh '-- Vh (^0 ^1 • • • > ^n) (/i = 0, 1, . . . , w) 
si ha, derivando rispetto a y, e considerando le x come funzioni delle y , 

gs-t.=i" riti -->■'■-•'"' 

da cui 

^(yoyo'->yi-i>y<-.ir-",yn) 
Wt" ' ^(yo yi iVn) 

e sostituendo in (16) e liberando da fratti 

e cambiando « in n — t + « ed osservando che y^-^+i , • • • > y» non sono altro 
che f I ^ <Pi}*.**7?i ^ ^^^ Vo ^ funzione della sola Xqj si ha infine 

imti mi» 

si éi '' ^iX^Xt...,Xt,^,X^^^...,X„) dx^ 

(r = l,2,....n-i) 

che sono le richieste condizioni a cui debbono soddisfare f/rf/t " - ft/a^f 

L® Vi - ' ' ) Vn-i 8<^no completamente arbitrarie quando A(p, = , cioè quando 

cn, <p^ . . . , 9^ sono integrali comuni a X9 = e a A^ = 0. 
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10. Supponiamo i = 1. Allora le (15) diventano 



Al/.-^ = 0(r = l,2,..n-l) 



che sono soddisfatte quando Ay„ = A9, = o quando ^'* = fr = 1, 2 . . . , « - 1), 

cioè quando i coeflBcienti del sistema ridotto, risultano indipendenti da y^. 

E solo in questi due casi. L' espressione analitica del 2^ caso si ottiene 
dalle (17) ponendovi i = 1 e supponendo A9, =|= e si ha 

^^ ^(3Ci- ••»;-!, 05,+,..., fl?j co;, 



cioè 



^(«laf", ccj 



= r=l,2.../i-l (18) 



Teorema. ^Sfe del sistema f4) «i conosce un integrale © e wwa trasformazione 
infinitesimale 1 ammessa e si assumono per nuove variabili 

Vo = fKX^) , ^1,^1-.., Vn-i . yn "= 9 

«7 sistema trasformato e ridotto ammetterà la trasformazione infinitesimale tra- 

sformata e ridotta A, nei due casi seguenti: 

1.0 Quando f è anche integrale délV equazione A9 = (e allora le y^ . ,, y„_, 
sono arbitrarie)^ 

2.0 quando y, j Yi • . . y^ soddisfano al sistema (18) alle derivate parziali 
seconde. 

11. Teorema. Se i coefficienti del sistema (4) non contengono una delle va- 
riabilij la quale è però contenuta nella relazione integrale nota o =c e se si co- 
nosce una trasformazione infinitesimale da esso ammessa A, assumendo per nuove 
variabili indipendenti Vintegrale e n funzioni arbitrarie, ma ciascuna funzione 
di una sola delle rimanenti variabili , il sistema trasformato e ridotto^ ammette 
la trasformazione trasformata e ridotta A,. 

Supposto p. es. che i coefficienti non contengano aj« e che ^ — s 0, assumendo 

per nuove variabili 

le quali sono evidentemente indipendenti, si ha 

d(x^x^ x^) dx^ da)Q dx^ ' ' ' ' dx„_, 
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essendo 

indipendente da x^tT'i- dunque le (18) sono soddisfatte. 

Dalla dimostrazione risulta che il teorema regge anche se X„ contiene a7„. 

Scolio» L' importanza del teorema sta in ciò: che è applicabile al sistema della 
Dinamica, quando, come accade pei sistemi naturali, nei coefficienti manca il 
tempo, purché nella relazione integrale conosciuta non manchi il tempo. 

12. Snpponiamo che i coefficienti del sistema (4) non contengano la varia- 
bile sc„ e sia jx un suo moltiplicatore e A una trasformazione infinitesimale ri- 
dotta ammessa dal sistema; allora 



cI> = ilogixf 2,-7 



costante 



sarà una relazione integrale del sistema (*), e noi supporremo che <l> contenga iv^ 
cioè che 

Assumiamo per nuove variabili 
Allora r equazione (5) si cambia in 

essendo Xy^ = l , ^Un = e il sistema (4) in 

dy,-X^,dy^ = 0, r ^ 1, 2 , . . . ,n - 1 (19) 

in cui supporremo costante la y^ contenuta nei coefficienti. La a si cambia in 

A e pel teorema del § precedente il sistema trasformato e ridotto (19) ammet- 
terà la trasformazione trasformata e ridotta 



Tssn-t 



d 



''- 1 ^"'.v 



(') Teorema del Lia, Cfr. Jordan voi. Ili pag. 84. 
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Di più dal moltiplicatore pi del sistema (4) può dedursi (§ 7) un moltiplica- 
tore ji-a pel sistema ridotto (19) ove a è un certo determinante che poi cal- 
coleremo. 

Dunque del sistema (19) conosciamo una trasformazione ammessa À^ e un 
moltiplicatore iJi-a, sicché per T invocato teorema del Lie, sarà 

4>,^A, log(ii. -a) + 2j -^-^•= costante 

una relazione integrale di tal sistema (19), che espressa nelle primitive variabili, 
darà una seconda relazione integrale del sistema dato (4) , forse distinta dalla 
prima. 

Risaliamo dunque alle primitive variabili. È facile ottenere AJ espresso nelle 
primitive variabili cioè a, , che essendo 



si ha 



quindi 



A,-=A-Aj,„.A, 






4.1ogtfa)=Alog*a)-4v..2g-'J||^ 



»=o 



Poi 



rmtn r rt.ii— l tmmn 

Là dy. ^ Li 






onde 



Resta a calcolare -— e a. 
Si ha 

?^=0 {8 = n)^^^^ = ^ (s^n) (* = 0,l,...,n-l;r = l,2,...,n) (21) 
inoltre derivando la relazione 

TOL. ZL. 28 
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rispetto a. y^ {r < n) si ha per le (21) 



^r~ /",;_£*■ «(»/'■ "^ "^' (22) 



^n 



Derivando invece la stessa relazione rispetto a y^ ed osservando che XqXì . . . ir„ 
non contengono y^ si ha 

(23) 



aaj„ 


1 


»y„ 


8w^ 



Sostituendo questi valori in (20), O, si semplifica, notevolmente. Infatti tenendo 
presente le (21), (22) e (23) si ha 

^^x^èlog]l.a_^^'^Xt^ìogJf.a coc^ è]og\i.a _ 1 dìogy.a 

8w„ 
poi 

^S^' dx, "^ éi ev, ■ cy, "^ gy, ' Bx^ " %, * 9a!„ ~ 

^J_ ay,. 1 cO cAy,^ 1 8(Ay,,fl>) 

'^'gx^ cx„'^' 

infine ^ 

dunque 

0, = iloga.-— -'^pÌ^+--=- y _-.JÌJ^^= costante (24) 

Calcoliamo a e quindi a. Per quanto si è detto nel § 7 , a è il determinante 
dei coefficienti a^, delle relazioni 

dx^-^X^dx^ =^ a^^ {dy, - Xy, dy^ (r = 1, 2, . . . w) 

ossia delle relazioni identiche 

^"^ L'X / ~— UX \ ^ ^ ■ > — _^__ V 

2j7f ^y.-(Xr-:^)^ya = 2,' «r, W,-Xy,dyJ (r = l,2..,n) 
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sicché, eguagliando i coefficienti nei due membri, risalta 



qaindi 



da cui 









a = 



e{x,..::x^) ^^^'"'^^^'^'dx. 

Da tutto ciò risalta il 

Teorema. Se nei coefficienti di un sistema (4) manca la variàbile x,^ e se del 
sistema si conosce un moltiplicatore \l e una trasformazione infinitesimale ridotta 

ammessa A, sarà la (24) una sua relazione integrale, purché ^ict -^ — ^Oydove<v 

ox^ 

è il primo membro della relazione del Li e, f , , f , . . . f„_, so7io funzioni arbitrarie 
delle X, Xj . . . x^ rispettivamente, e 



a = 






Scolio. Tale teorema è applicabile al sistema della Dinamica nei cui coeffi- 
cienti manca il tempo, almeno nei sistemi natarali, quando si conosce una tra- 
sformazione infinitesimale che esso ammette, essendo sempre |jl = 1 un moltipli- 
catore di tali sistemi (s' intende messi sotto la forma canonica di Lagrangia 
o di Hamilton). 
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ALCUNE FORMULE DI ANALISI COMBINATORIA 



3f O T A 



DEL 



Prof. S. PINCHERLE, a Bologna. 



1. ì^eìV Inteì'médiaire dea mathématiciens è stata proposta per due volte ('j 
la domanda di dimostrare la formula d'Analisi combinatoria 

(1) n*" - n(n - 1)^ + V^^lzH (n - 2)** - . . . = n ! 

1 * ^ 

e nel medesimo periodico sono state date non solo numerose dimostrazioni di 
codesta formula, informate a principii diversi , ma anche indicazioni bibliogra- 
fiche e storiche (*) dalle quali risulta che la (1) era già nota a Legendre e a 
Lacroix. Il modo più semplice di ottenerla è però <ìuello che prende le mosse 
dagli elementi del calcolo delle differenze finite, ed è appunto in questo modo 
che mi propongo; nella presente breve nota, di ricavarla insieme ad alcune altre 
relazioni ad essa analoghe, non prive di un certo interesse^ e che credo nuove. 

8. Abbiasi una funzione razionale ed intera di n variabili e del grado p: 

e si ponga, secondo una notazione usuale : 

6F = F(a?4 + l , a;, + 1 ,...,aj^4-l) , 0'^F = F(a?, + Ti , ajg + ^,. . .x^ + Ti). 



(') Anno 1895, pag. 165 e 1899, pag. 51. 

(*) Anno 1896, pag. 26 e 229; 1897, pag. 59; 1899, pag. 284; 1900, pag. 22 
e 280 ; 1901 , pag. 164. V. anche Capelli, W Analisi algebrica e V interpreta- 
zione fattoriale ecc. (Questo Giornale^ T. XXXI, 1894). 
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Sì ha 

d \W 



(2) 



posto allora 

AF = eF - F , A"» F = AA"^' F , 

viene 

(3) A*F = 0*"F - w e«*-'F + (^) 0*^* F -.., + (- l)« F. 

La (2) ci mostra che AF è di grado /? - l ; così A*F sarà di grado p - 2 ; 
i'^F sarà una costante e le A'^F saranno nulle per m> p, 

3. Richiamate queste cose ben note, si faccia 

(4) F = a?, a?, ... a?, ; 

si ha A**F =1 per m> n, e^ A'^F = w ! Ne viene, per la (3) : 

(5) (x, + n) (Xj + n)...(ac, + n) - n{x^ + n - l)...(a7, + n - l)...(sc^ + n - l) + 

+ (2) (aC|+«-2)(x,+n-2)...(a?„+w-.2)- ... f (-1)'' x,ac, ... ac^ = « ! 

e 

(6) (a7,+w)(x,+m)...(ae„+«i)-7n(aD,-hm-l)(a?,+ m-l)...(a?^+m-l) + 

+ (2*) (a?t+*»-2)(a;,+m- 2)...(aD^+m-2)-...+(-l)"» aj. a;,..4B„ = 

per vfi > n (*)• 

Basta fare a?, = flc» = . . . tì7„ = a?, per avere dalla (5) la formula 

(7) (x + n)**- n(x + n - 1^ + ^jVo? + ti- 2)'» ^ . . . + (-1) r'»= n! 



(') La formula (5) è data dal sig. E. Gelìn, deducendola dalla soluzione di un 
speciale sistema di equazioni lineari in relazione colle formule d' interpolazione di 
Lagrange (Inierméd.^ 1901, pag. 164). 
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e dalla (6) la 

(8) (a? + m)'* - m (X f m -. D" + ^J* ) (0? + m - 2)^» - . . . -h (-1 )"* x' = 

per m>n. 

La (7) poi ci dà immediatamente la (1) quando vi si faccia x = 0. La (8), 
facendovi as = 0, dà la formala pure nota : 

mT - m{m - 1)» + {^\ (m - 2)" - ... + (-1)'^"* m := , m > n. 

(V. p, es. Sturm, Cours d'Analyse^ T, II, pag. 258. Paris, 1868) 

4. Dalla formula (6) se no possono dedurre altre che non credo siano state 
notate, e che mi si sono presentate in una questione d'Analisi. Si faccia nella for- 
mula (6j, n - m - 1 ; indi, nella formula cosi ottenuta 

(9) (ac, + m){x^ + w)...(a5^_, + w) - w (a, + m — l)...(a7^^i + m - 1) -i- ... 

... + (- ir-* m(a5, + l)(a?, + l)...(a7^_, + 1) -f (-l)*a?,x,...x^«i = 0, 
si faccia 

e viene 

(10) {x + w)"*-* (X + m - 1) - m (a? f m - !)"•-* (x + m - 2) + . . . 

...+ (- l)"»-« w(x + 1)"*"' x + ir ir »*^"*(35 - 1) = ; 
più generalmente, si faccia flC| = x, = . . . = x„|_j| = X, e 

a^m-Jk+i = X - 1 , X«.it+, e fl? - 2 , . . . , x„_, = X - fc + 1 ; 
si avrà : 

(x+w)*^*(x+m-l)(a?+m-2)...(x+m-A:+l)-m(x+m— l)"'~\a;+w-l)...(x+m-A:) + 

(11) 

,..+(-l)'»-«m(i»+l)**-*aj(x--l)...(x-A:+2)+(-l)*a;"*-*(x-l)(x-2)...(x-]fc+l)=0. 

Da queste, per x = 0, si ha successivamente 
a) per fc = 1 : 



ra 



-« - m(m - l)"»-* + {"^^ (m-2)"'-« - . . . ^ (- l)^« m = 0, 
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&) per A: = 2 : 

m~-« (w - 1) - m(m - l)«-«(m - «) 4- (^\ (m - 2)*-» (m - 3) - ... 

.. + (_i)«-3^w»y3«-«.2 -f (-ir-^(j*)2"'-».i = 0, 

e) per A; = 3 : 
m«-»(7W-l)(w-2)-w(w--ir-3(m-2)(m-3)+ (j*)(m-2r-"»(7n-3)(m-4)- ... 

... + (-l)«-5(^)3"'"8.2.1=0, 
ed in generale : 

m""*(m-l)(m-2)...(7n-Jfc+l)-m(w-l)"-*(m-2)(w-3) . . . (m-A:) + . . . 
(12) 

... + (- 1)«-* (^) A:'~-*(A:-l)(A:-2) ...2.1=0. 

5. Altre relazioni si possono ancora ottenere facendo nella formala (6) la 
n aguale a w — 2,m— 3,... poi procedendo come nell' art. precedente. Altre 
infine si possono avere dalla (5) facendo a delle x^ agaali fra loro , altro fi 
nguali fra loro, e così via: facendo, ad esempio: 

a3| = a?! = • • . = ajft = aj , x^^^., = x^+j = .., = x^ = y, 
la (5) ci darà 

(13) (x+7i)*(2/+n)»-*-«(x-f n-l)*(y+w-l)«-*+ (Ì\{x+n''2)\yi-n''2)*^^^ ... 

... + (- 1)'» x" 2/*-* = n ! 
Facendo analogamente nella (9) 

a?, = 07, = ... = a?/, = X , a?A+, = x^^^ = ... = x„_, = 2/ , 

(a;-i-iw)*(2/-f m)*»-*- «-7n(x+m-l)*(i/+m-l)«»^'-« + 



si ha 



(U) 



(^) (x+m--2)*(y+7n-2)*"-*-« ^ ..• + (- l)*" a'* t/"*-*" ' - a 
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SOPRA 

UNA TRASFORMAZIONE BIRAZIONALE DELLO SPAZIO DI 3^ GRADO 

E UNA CLASSE DI SUPERFICIE RAZIONALI DEL 6^ ORDINE 

NOTA 

DI 

MARIA BONICELLI, a Valenza. 



Costruzione d'un sistema omaloidioo di superfìcie del 3® ordine. 

1. Si consideri in uno spazio X il sistema lineare oo', formato dalle super- 
ficie 4> di 30 ordine, assoggettate a contenere tre rette sghembe tra di loro 6, , 
6jj , 63 , a passare per un punto fisso B e ad avere in un altro punto A comune 
il piano tangente T. 

Due qualunque di tali superficie hanno per intersezione yariabile una curva 
R di 6® ordine, che passa pel punto B , ha punto doppio in A, (le cui tangenti 
sono nel piano T) ed ha le rette b per quadrisecanti ('). 

Tre qualunque superficie <b hanno comune un solo punto variabile. Il si- 
stema è dunque omaloidico; e possiamo trasformare lo spazio X in uno spazio 
Y, in modo che ai piani di questo corrispondano biunivocaraente le superficie ^. 

Alle rette dello spazio Y corrispondono le curve R. 

La trasformazione inversa è di 6® grado, ossia ai piani dello spazio X cor- 
rispondono superficie V di 6^ ordine d'un sistema lineare 00*. 

Jaoobiana del sistema O. Sistema omaloidioo del 2^ spazio. 

2. La Jacobiana del sistema ^ è una superficie di 80 ordine, e risulta dal- 
l'insieme delle superficie dello spazio X, alle quali corrispondono punti o linee 
fondamentali pel secondo spazio ('). 



(*) Cremona. — Mémoire de Geometrie Pure sur les surfaces du troisième 
ordre. 

(*) Cremona. — Trasformazioni birazionali dello spazio. Annali di Matem. (2) 5. 
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La quadrica H determinata dalle rette &i , &2 , 6» è luogo di infinite rette, che 
non incontrano le superficie in punti variabili; essa fa parte della Jacobiana, 
ed ha per corrispondente una linea 7 di 3® ordine, fondamentale e semplice 
per le V. 

Il piano a| , congiungente il punto A alla retta 6, , sega ulteriormente le <t 
iu coniche, le quali formano un fascio e hanno per corrispondenti i punti di una 
retta a, , fondamentale e doppia per le V. 

Il piano «1 appartiene alla Jacobiana delle ^. Analogamente le apparten- 
gono i piani aj e ttj , congiungenti il punto A alle rette ^5 e 63 ; ai quali corri- 
spondono altre due rette aj e 03, pure fondamentali e doppie per le Y. 

Due qualunque degli spigoli d^^ d^^ d^ del triedro formato dai piani a | , 
flj , «3 costituiscono una conica di uno dei fasci considerati ; quindi ad essi cor- 
risponde un unico punto O, che sarà comune alle tre rette doppie. 

3. Si considerino ora le infinite cubiche aventi per corde le rette ò, passanti 
pei punti B ed A e tangenti in A al piano T. 

Una qualunque superficie 4> ne contiene due , poiché le cubiche richieste 
sono quelle tra le 72 cubiche sghembe della superficie passanti pei punti A e B, 
che hanno per corde le rette di una sestupla contenente le rette h ; e tali se- 
stuple sono appunto due. 

Le cubiche considerate hanno per corrispondenti i punti di una [conica /3 , 
fondamentale e tripla per le Y. 

Il luogo di esse è quella superficie K, del sistema delle 0, la quale ha in 
B un punto doppio. 

4. Il sistema omaloidico , corrispondente ai piani dello spazio X, è costi- 
tuito di superficie T del 6® ordine, aventi in comune una cubica 7 , tre rette 
doppie a, a^ a, e una conica tripla p\ 

Alle rette dello spazio X corrispondono le curve del 3^ ordine, intersezioni 
variabili di due superficie Y ; le quali incontrano in due punti ^ , in un punto 
ciascuna delle rette a e iu tre punti g. 

Alle rette passanti per O corrispondono curve R, spezzate nelle rette d, , 
rfj , dj , e in curve variabili di 3° ordine. Il punto è triplo per le T. 

Il cono tangente in a ciascuna ^ si spezza nei tre piani del triedro 
a, a^ aj. 

5. La retta a^ incontra la cubica y in un punto, corrispondente ad una co- 
nica di a, , spezzata nella generatrice di H che congiunge le traccio di ò, e Ò3 
su a, e nella retta d'intersezione dei piani a, e T. Lo stesso accade per a^ya^; 
dunque le tre rette doppie delle ^ incontrano ciascuna in un punto la cubica 7. 

La retta a, incontra g in un punto , corrispondente alla cubica di K spez- 
zata nella retta che da B taglia 6j e ò, , e nella conica del fascio di a,* pas- 
sante per la traccia di tale retta su a, slesso. Così pure le rette a, e a,; dunque: 

VCL. ZL. 24 
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Le tre rette doppie incontrano ciascuna in un punto la conica tripla. 
Le curve p e y hanno pure comuni tre punti. 

Jaooblana del sistema Y. Altre proprietà delia trasformazione. 

6. La Jacoblana del sistema 7 è una superficie di 20^ ordine, e si compone 
delle superficie corrispondenti alle curve e ai punti fondamentali del 1® spazio. 

La retta 6| ha per corrispondente una superficie rigata di 4** ordine Q| , 
luogo delle rette che si appoggiano alle linee y , p ed a, ; la quale contiene an- 
che le rette a, e aj , ed ha una curva doppia di 3® ordine spezzata nella co- 
nica p e nella retta a^. 

Le rette 6, e 63 hanno per corrispondenti due analoghe rigate di 4® ordine 
Qi © Qs » aventi rispettivamente come linee doppie le linee ^ e a^ ; ^ e a,. 

Al punto A corrisponde il cono di 2» ordine che proietta p dal punto 0, il 
quale va contato tre volte nella Jacoblana (*), 

Al punto B corrisponde il piano della conica p contato due volte. 

7. Quando una retta s'appoggia ad una curva fondamentale del proprio 
spazio, dalla curva corrispondente si stacca la linea che corrisponde al punto 
d'appoggio. Cosi alle rette che s'appoggiano ad a, e f corrispondono rette che 
sì appoggiano a, b^ e b^. 

Ai piani a2 a, , a» a, , a, a^ , corrispondono i piani Bò, , Bb^ , B63. 

Ai piani passanti per il punto A corrispondono superficie di 4» ordine, aventi 
la conica /5 doppia, e contenenti le altre linee fondamentali delle ^\ tali super- 
fìcie hanno punto doppio in 0. 

Ai piani passanti per corrispondono le superficie ^ che hanno punto dop- 
pio in A (le quali contengono le rette ^1,^2, dj). 

Al piano T corrisponde la quadrica determinata da ^ e da y. 

Rappresentazione piana di una superfìcie ^. 

8. Si consideri una superficie V e il piano corrispondente r: , in corrispon- 
denza biunivoca con essa , ohe si assumerà come piano rappresentativo della 
superficie. 

Alle sezioni piane della superficie ^ corrispondono in ir le cubiche d' un 
sistema I lineare oc^, avente tre punti fondamentali 1,2,3 nelle traccio delle 
rette b sul piano. 

La superficie contiene oltre alle 3 rette doppie a, a, a^ sei rette semplici : 
e, , C2, e, , c,2> C|3» ^23? corrispondenti ai punti fondamentali 1, 2, 3 e alle rette 
congiungenti due di essi ; esse costituiscono un esagono gobbo. 



(*) Cremona. — Trasf. biraz. dello spazio. 



Digitized by 



Google 



)( 187 )( 

Ciascuna delle rette doppie incontra due rette semplici sghembe tra di loro, 
e la conica tripla incontra tutte le rette. 

9. La qnadrica H sega ic secondo una conica, immagine di y- 

I piani «1 , «2 , «s tagliano tc in tre rette x^ ^x^ jX^j passanti ciascuna per 
un punto fondamentale , immagini delle rette doppie della superfìcie. I punti 
d'incontro delle rette a? a due a due 0< , 0, , 0., , traccio delle rette rf, , rf, > ^3 
su Tc, rappresentano il punto triplo 0; in modo che un punto della superficie 
infinitamente vicino ad 0, sarà rappresentato da un punto infinitamente vicino 
all'uno o air altro di questi punti , secondo che è situato nel!' uno o neir altro 
dei piani tangenti alla superficie in 0. 

L' immagine della curva tripla è una cubica C passante pei punti fonda- 
mentali. 

10. Il fascio di coniche considerato nel piano a, è tagliato dalla retta x, 
in coppie di punti coniugati d'una stessa involuzione : ogni coppia rappresenta 
un punto della retta doppia a^. In modo analogo i punti delle rette a, e a^ sono 
rappresentati dalle coppie di punti di altre due involuzioni su x^ e ac,. 

I punti 0, , O2 , Oj a due a due formano coppie di tali involuzioni. 

I punti della conica tripla ^ sono rappresentati nel piano da infinite terne 
di punti, intersezioni di C^ colle cubiche generatrici della superficie K. Queste 
terne costituiscono una serie lineare : una g^*, su C. 

11. Una sezione piana generica della superficie è una curva di 6" ordine 
avente tre punti doppi e due punti tripli ; la corrispondente cubica deve incon- 
trare ciascuna delle rette 00 in due punti coniugati della involuzione su essa 
considerata, e C^ in due terne di punti associati. Le cubiche passanti pei punti 
fondamentali, soddisfacenti a tali condizioni devono essere oo^ : queste condi- 
zioni non sono dunque indipendenti, e precisamente, le cubiche passanti pei punti 
fondamentali, per due coppie di punti coniugati su due rette x e per una terna 
della g^* contengono una terza coppia di punti coniugati sulla terza retta x e 
un'altra terna della ^3^ 

Le sezioni fatte nella superficie dai piani passanti per 0, sono rappresentate 
da una rete di cubiche del sistema 2 passanti pei punti 0, , Oj , Oj. 

Piani bitangenti e curve piane esistenti sulla superfìcie. 

12. Le sezioni fatte con piani bitangenti sono spezzate in due curve , le 
quali potranno essere : una retta e una quintica , una conica e una quartica , 
oppure due cubiche. 

Quintiche piane. — I sei fasci di piani passanti per le rette semplici della 
superficie sono piani bitangenti. Lo loro ulteriori intersezioni colla superficie 
formano sei serie lineari semplicemente infinite di quintiche piane, rappresentate 
nel piano : da tre fasci di cubiche aventi punto doppio in un punto fondamen- 
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tale, e da tre fasci di coniche, ognuno passante per un solo punto fondamentale, 
per es. 1, e per i tre punti P , Q , R associati dei punti d'incontro della retta 23 
con a;, e con C*. 

Le cubiciie o le coniche di tali fasci segano le altre rette x in coppie e C 
in una terna variabile di punti coniugati. 

Le quintiche piane d'una stessa serie passano tutte pel punto d' incontro 
dell'asse del fascio con una retta doppia e hanno punto doppio nel punto d'in- 
contro dell'asse con /3 ; le coppie variabili di punti comuni alle quintiche e al- 
l'asse, punti di contatto dei piani colla superficie, formano un'involuzione, che 
ha due punti doppi, nei quali i due punti di contatto del piano colla superficie 
coincidono, e i due piani sono stazionari. 

Due quintiche appartenenti a serie diverse hanno comuni quattro punti, se 
le serie sono coordinate a rette che non s'incontrano ; cinque nel caso contrario. 

13. Cubiche piane.- ha, sezione piana può spezzarsi in due cubiche: la cu- 
bica corrispondente su t: si spezza in una conica passante pei tre punti fonda- 
mentali e per una coppia di punti associati su C^, e nella congiungente gli as- 
sociati del rimanente punto d'incontro della conica con C^ 

Le cubiche corrispondenti hanno punto doppio su fJ. 

Sulla superficie esistono due sistemi semplicemente infiniti di cubiche pÌ4Ane, 
tali che una cubica di un sistema sta in un piano con una cubica dell* altro. 

Due cubiche giacenti in uno stesso piano sono tali che ciascuna di esse 
passa semplicemente pel punto doppio dell'altra, e hanno comuni le traccie delle 
rette doppie sul piano ; i due rimanenti punti d'incontro delle due cubiche sono 
i punti di contatto del piano colla superficie. 

14. Per un punto generico del piano passano tre rette che congiungono 
coppie di punti associati di C^ Infatti se da un punto generico P del piano si 
proiettano le terne della g^* considerata su C^ , e si pone una corrispondenza 
tra le rette del fascio P, essendo omologhe due rette che proiettano due punti 
d'una stessa terna, si ha una corrispondenza (6 , 6), con 12 elementi uniti. 

Ma 6 di essi provengono dal fatto che la ^,* su C ha 6 punti doppi; e os- 
servando che in ogni retta passante per P e contenente una coppia di punti 
associati , due degli elementi uniti coincidono , si trova che sono tre le rette 
richieste. 

Per un punto generico della superficie passano dunque tre cubiche piane 
di ciascuna serie. La sviluppabile generata da questa semplice infinità di piani 
bitangenti risulta quindi della 6^ classe. 

15. Coniche e quartiche piane. —Sul la superficie esistono tre sistemi oo* di 
coniche, rappresentati dai fasci di rette passanti per un punto fondamentale. 

Due coniche della superficie hanno comune un punto, o non ne hanno, se - 
condo che appartengono a sistemi diversi o ad uno stesso sistema. 

Sulla superficie esistono tre sistemi «>* di quartiche piane , rappresentate 
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dalle coniche passanti per due punti fondamentali e per due coppie di punti 
della g^K 

Data una retta r passante per un punto fondamentale, ad es. 1 , la conica 
che con essa forma una cubica di 2] è determinata dai punti 2, 3, dal coniugato 
del punto d'incontro di r con x^ o x^e dagli associati d'uno dei punti d'incontro 
di r con C ; essa conterrà anche il coniugato del punto d'incontro di r coli' altra 
retta x e gli associati dell' altro punto d' incontro di r con C^, e taglierà x, in 
nna coppia di punti coniugati. 

16. Per un punto generico del piano P passano due coniche , immagini di 
due quartiche piane d'una stessa serie. Infatti : le coniche passanti per il punto 
P e per due punti fondamcntiili, ad es. *2, 3, segano su C^ una g^'^'^ dobbiamo 
ricercare quanti gruppi di questa si compongono di due coppie della g^^. Per 
mezzo della g^^ trasformiamo la C^ in una C*^ piana, sulla (juale le rette del piano 
segano la g^^. Su essa avremo una g^*y le oo' rette che ne contengono le coppie 
costituiscono un inviluppo di genere uno , perchè riferito bìunivocamente alla 
C*, (^) e di classe 5 , come si trae da un ragionamento simile a quello fatto al 
n. 14. L' inviluppo ha una retta tripla (^) : quindi , perchè il suo genere sia 1 , 
dovrà avere inoltre 2 rette doppie. E queste danno i gruppi della g^^ composti 
di due coppie della ^.,'. 

Per un punto della superficie passa una conica d'una serie e due quartiche 
piane della serie coordinata ; per conseguenza la sviluppabile generata dai piani 
di esse è della 3"- classe. 

17. Altre tre serie di quartiche piane sono date dalle ulteriori intersezioni 
colla superficie dei fasci di piani aventi per assi le tre rette doppie, i quali sono 
pure piani bitangenti ('). Una serie, ad es. , è rappresentata dalle coniche pas- 
santi pei punti 2 , 3 , 0| , e per l'associato dei due punti, diversi da 1 , in cui 
la retta cc^ incontra C^ 



(') Indicando con P, P^ Pg una terna variabile della ^,* , si fa corrispondere 
alla retta P| P^ dell'inviluppo il punto Pj di C*. 

(*) Una ^8* e una g^^ esistenti su una curva ellittica hanno comune una terna; 
poiché, se per mezzo della ,^3* completa, determinata dalla g^*, si trasforma la curva 
in una C,*, su cui la ^3* e la ^4* saranno segate rispettivamente da un fascio 
di rette e da una rete di coniche passanti per due punti A , B di C,* e per un 
punto esterno E, la conica spezzata nelle rette OE , AB sega su C|' un gruppo 
della flf^* contenente una terna della ^3*. 

(•) Con questi fasci rimane completata la sviluppabile bitangente , la quale 
doveva appunto risultare di classe 24. V. C a p r a 1 i « Sopra i sistemi lineari tri- 
plamente infiniti di curve algebriche piane ». 
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Pieni tritangenti. 

18. La sezione fatta nella superfìcie da un piano tritangente è spezzata in 
tre curve, che possono essere: due rette e una quartica; una retta, una conica 
e una cubica; oppure tre coniche. 

P Le rette semplici della superficie giacciono a due a due in sei piani, 
i quali sono tritangenti. 

IP Consideriamo il fascio di sezioni piane passanti per una retta della 
superficie, ad es. Cjj , il quale è rappresentato (n. 12) dalla retta 23 e dalle co- 
niche passanti pei punti 1 P Q R. 

Le 3 coppie dì rette che fan parte di questo fascio di coniche costituiscono, 
insieme alla retta 23 , le immagini di tre sezioni piane spezzate in una retta , 
una conica e una cubica. 

I piani tritangenti di questa seconda categoria sono diciotto. 
IIP Osservando che il numero complessivo delle cubiche del sistema I 
dotate di tre punti doppi deve ribultare 30 (*), ne segue che le sezioni piane 
della superficie spezzate in tre coniche saranno sei ; tre di esse sono le sezioni 
fatte dai piani del triedro formato dalle rette doppie. 

Altri caratteri della superfìcie. 

19. Il sistema I contiene un numero triplamente infinito di reti ; le Jaco- 
biane J di queste reti sono od^ e costituiscono anch'esse un sistema lineare {*). 

Le curve J sono di 6** ordine, hanno tre punti doppi nei punti fondamentali 
ed hanno in comune 12 altri punti fissi C, che godono della proprietà che le loro 
rette polari rispetto a tutte le curve 1 passano tutte per uno stesso punto , e 
tutte le curve I passanti per essi toccano ivi una retta fissa. Questi punti sono 
le tre coppie di punti doppi delle involuzioni esistenti sulle rette x, ed i 6 punti 
doppi della ^3* ; i punti corrispondenti sono punti cuspidali per la superficie. 

20. I coni circoscritti alla superficie dai varii punti dello spazio sono di 
12® ordine, tale essendo l'ordine delle loro curve dì contatto, rappresentate dalle 
curve J, e di 12* classe, poiché il numero delle curve 2 di un dato fascio aventi 
un punto doppio è 12. La sviluppabile dei piani bitangenti è della 24» classe ; 
(n. 17, nota) ; quindi, applicando le formolo di Plticker a un cono circoscritto, 
si trae che : per un punto generico dello spazio passano 24 tangenti doppie della 
superficie, 24 tangenti principali, e 24 piani stazionari. 



(') Caporali, loc. cit. 
(«) Idem, 
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La sviluppabile dei piani stazionari tocca la snperficie lungo la t^urva para- 
bolica, la quale ha per immagine il luogo delle cuspidi del sistema I. 

La Jacobiana d^una rete di curve J si compone di una curva di £ e di tale 
luogo; il quale è dunque una curva di 12® ordine, avente tre punti quadrupli 
nei punti fondamentali e 12 punti doppi nei punti C. 

Ne segue che la curva parabolica è di 24© ordine ed ha per quadrisecanti 
le rette semplici della superfìcie. 

Torino, novembre 1901. 
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SULLK FOKMAZIONI IJNVARIAiNTlVE 
DELLA CORRISPONDENZA BINARIA (2,2) 

NOTA 

DEL 

D.r PIETRO SAVIO, a Genova 



E noto che uno dei problemi fondamentali della Teoria delle Forme Alge- 
briche è la ricerca dei cosiddetti Sistemi Completi di forme invariantive^ di quei 
sistemi cioè di invarianti e covarianti, fra loro indipendenti, della forma o delle 
forme fondamentali, tali che mediante essi si esprima, in funziono razionale ed 
intera, ogni altro invariante o covariante delle forme stesse. 

Come si sa, resistenza di un tal sistema completo finito fu dimostrata (pel 
campo binario) da Gordan, il quale in molteplici lavori indicò anche una via 
colla quale mediante operazioni di spinte (ueberschiebungen) si può trovare un 
sistema comprendente in generale quello completo. 

In prosieguo di tempi, altre più semplici dimostrazioni del medesimo teo- 
rema furono date da Mertens {Creile t. 100; Wiener Berichte t. 98) e special- 
mente da Hilbert {Math. Ann. voi. 33), e per il caso di forme binarie a più 
serie di variabili, della analoga quistione trattò il Peano (Atti Accad. Torino^ 
1881-82). 

11 sistema completo per una forma binaria quadrato-quadratica a due serie 
di variabili, né congredienti né contragredienti (nei quali casi colla formola di 
Clebsch-Gordan ci si potrebbe ridurre al caso di una serie sola di varia- 
bili), fu studiato prima da Clebsch, il quale trovò i tre invarianti (Clebsch- 
Lindemann, Vorl, iiber Geometrie, Leipzig 1875) indi da Capelli {Giornale 
di Battagliniy Voi. 17) il quale dimostrò ohe non esistono altri invarianti fon- 
damentali, ed infine da Peano {Giornale di Battaglini Voi. 20) il quale trovò 
il sistema completo ridotto a diciotto formazioni. 

Molti anni dopo il Gordan {Math. Ann. Voi. 33) sviluppò, come continua- 
zione dei suoi metodi sui sistemi completi di forme binarie a due serie di va- 
riabili , un metodo generale per formare , nei caso di una forma qualunque bi- 
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naria a due serie di variabili (o come si dice per una corrispondenza bina- 
ria (m , n)), un sistema che certamente comprende il completo; e facendone 
l'applicazione al sopradetto caso della corrispondenza (2 , 2), trovò trentotto for- 
mazioni. 

Ora, tenendo presenti i citati risultati già ottenuti dal Peano, è chiaro Qhe 
queste trentotto formazioni di Gordan non potranno essere indipendenti, e 
venti di esse devono essere riduttibili, cioè devono esprimersi mediante le altre. 

Lo scopo che mi sono prefisso con questo lavoro (la cui idea mi venne 
suggerita dal mio maestro Prof. E. Pascal, in occasione di un corso di Ana- 
lisi Superiore sulla teoria delle forme algebriche da lui tenuto all' Università di 
Pavia), ò precisamente quello di effettuare tale riduzione , la quale non è stata 
mai fatta né da Gordan né da altri. Si ha così anche una conferma dei ri- 
sultati ottenuti da Peano. 



Per ragioni di chiarezza premetterò: 

a) Abbiansi due forme binarie doppie 

Si intende per doppia spinta o scorrimento {h , k) della prima forma sulla 
seconda Tespressione: 

{ahf {afi)^ a^«-'* ?>/-" a^^'^ fi{^-^ 

e si rappresenta col simbolo 

if9)hH 

b) La spinta (fg)QQ è il prodotto delle due forme. 

e) Si ha: (f9)nK = (-^)'^'(9f)kk 

dalla quale eguaglianza si vede che, se g=^f, si devono escludere le spinte 
(Vana forma sopra sé stessa in cui h-\-k b disparì, perchè tali spinte sono nulle. 
Sarà utile infino premettere le tabelle delle forme trovate da Peano e da 
Gordan. 

VOL. XL. 25 
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Tabella delle dioiotto forme trovate da Peano. 



1 


/'=«.*«5* 


Forma di l.» grado 


2 


(frU-=(ab)*a.*fi.* = ^.* = l 


Forme di 2.o grado 


3 


(/'a»=('i^)*«x*v=i>»*=D 




4 


(ffUi = (ab) (a/3) a„ 6„ aj fi^ = tj &$» s 6 




5 


(/7';,» = (a*)»(V)' = A 




6 


(f^)io = (o a^ «« «5* V = »»x* 1*5* = »* 


Forme di 3.o grado 


7 


(r*)©. = (a &) «5 &5 «»* *x* = «X* V£* = n 




8 


(/ 0)„ = (o <) (a 5) a^ «, «g Sj = i>^* «1* = p 




9 


(rO),, -^ (aè) (aci (6c) (a?) (a-^) (h) = B 




10 


(n)o, --- VV (&& V = -tó»* = E 


Forme di 4.o grado 


11 


(60),. = f«O*Ss*&V = eg» = 6 




12 


(90)„=(««')»(5&')« = C 




13 


(01)., = (54)<,'&5V = 2rx«P5» = 2r 




14 


(6D),o = («D) 55» t^DJ> -: 2 V 05» = 2» 




15 


(i'6).,--9x*V = « 


Forme di 5.° grado 


16 


(p0)„ = fc/x5* = ft 




17 

18 




Forme di 6.0 grado 
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Tabella delle trentotto forme di Gordan 



I 


/'=a,«a5« 


Forma di primo grado 


II 


</'/').. = <.*V=« 




Forme di secondo grado 


III 


(/'/').o = («6)' «£/«£• = 


: A.» = A 

■9 




IV 


(/•/)„ = (od)» (a?)* = 


À 




V 


(ff)f^ 






VI 


f/O)., = («<)» («5)* = 


:B 


Forme di terzo grado 


VII 


(/-o)», 






vili 


(A Poi 






IX 


(A/Oot 






X 


aA)o, 




Forme di quarto grado 


XI 


(AA)„, 






xn 


(e9)»t 






XIII 


(A/^)o, 






XIV 


(Arj«* 






XV 


(■i 0)oi 






XVI 


(A 9^0, 






XVII 


(A n)o. 




Forme di quinto grado 


XVIII 


(A , /-OJo, 






XIX 


(A , /0)o, 






XX 


QAA + e,^, 






XXI 


(^AA + 3.r),. 
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XX II 


(^''ì^'^'l 


Forme di sosto grado 


XXIII 


(^•^^^Oo. 




XXIV 


(A , M,, 




XXV 


G^^+^'d. 




XXVI 


G^^^^'d. 




XXVll 


Q-^-^^^'Oo, 




XXVIII 


(J-Al + e,0)^^ 




XXIX 


(1^*+^'"),, 


Forme di settimo grado 


XXX 


^(ÌA^,.,Ml 




XXXI 


(lAA + e,A0)^^ 




XXXII 


(- , fht 




XXXIII 


(3-^^^^'H. 


Formo di ottavo grado 


XXXIV 


(^•A.t 




XXXV 


(X, 0)o» 




XXXVI 


(-,r»),. 


Forme di nono grado 


XXXVII 


(x,/--©)., 




XXXVIII 


(- , r o)o6 


Forma di decimo grado 
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Ed ora passiamo alla riduzione delle 38 forme del G o r d a n , osservando 
prima di lutto che le forme I-VII di Gordan, si trovano già nella tabella di 
Peano, e sono propriamente quelle coi numeri 1, 4, 2, 5, 3, 9, 7. Comince- 
remo perciò dalle forme di 3® grado, delle quali tralasceremo anche le due 
prime. 

§ 1. Forme di terzo grado 
Vili. (A/Oo,. 

Si ha: 

(A r)o. = - (r A)o, = - (^ A) a,* a^, If = 

= - (bay fs* a^ (a^) y^ c^* = 

= 2 (^*) ^^ ^S T^^ (^^) ^* ' (^^) ^* ■*■ (*^) ^«^ ' = 

Questa forma, a meno del segno, coincide colla (6) di Peano (•). 

Per ridurre questa forma facciamo la seconda polare di A^* = (a6)* a?* ^^^ 
che è: 

A,» A,* = (ab)* a,» /ij» ^ i (ab)* (a/5)« (5 n)' 

In questa seconda polare poniamo al posto di >j il sìmbolo y, e completiamo 
i simboli; si avrà: 

(A /)„ = (aby (a-r)» p5* c„» - I (a6)* (af )» ^5' e,» = (1) 

= (a6)»c^M«T)*¥-^A/'0. 



(*) Vedi Peano, Memoria citata, fornv (6). 

(*) Vedi Tabella delle forme di Peano; forme (1) e (5). 
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Per trovare il primo termine del secondo membro della (1) consideriamo 

(/-O),, = (a t) (a&) a„ t^ a^ &= =p,» itj» = 

= ^ {ab) (a?) {ac) (a^) 6, e, pj yj + | {«&) («?) («e) (^y) *. e, «.-^5 = 



= j 1 (aò)« c,« + (ac)* V - (6c)» a,* j | (a<i)* yj» 4- (^t)* Ps* - (.=^)* «5* I - [ Af 



ed eseguendo il prodotto delle due parentesi si ottiene: 

(/'6)n=i'= l^r-l («»)»c,M«Y)* k* 
donde: 

che sostituito nella (1), d&: 

(An„ = A/'-2p-|A/' = |A/'-2/>. 

§ 2. Forme di quarto grado 

X. (AA)„. 

Facendo la seconda polare di À si ottiene: 



A.' A,* = («6)'- «5* f 5» - i {a&)* (a<i)' (5 r,)« , 



e ponendo in essa al posto di y; il simbolo y , e completando si ha: 



(A A)o. --. («6)' a.* (? AO» A'j* - \ {ab)* (af)» A'j* (2) 



= (ae.)*45*(5A')AV-J AA. 
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Per eliminare nel secondo membro dell' agraaglianza il simbolo A' scrivia- 
mo la seconda polare di A con simboli equivalenti a quelli con cai V abbiamo 
scritta prima; cioè 

IV 47 = (Cd)' -rs* Sg» - i (Cd)* (tS)* (5 y<)*, 

poniamo in questa eguaglianza il simbolo fi in luogo di tj e moltiplichiamo indi 
ambo i membrì per (ah)^ a^* ; si avrà: 

A'p» (3 AO* (aby a^» = (cd)^ y,» (? 6)« (a6)« «5* - ^ A (afe)* a^* ?^«. 



Sostituendo questa espressione nella (2) abbiamo: 

A^« (A A')* A V = (ab)' (cd)^ (? 6)« a^» Ts* - | A 4. (3) 

Per trovare il primo termine del secóndo membro di questa ultima egua- 
glianza, consideriamo 

e troviamone Tespressione nei simboli primitivi. 

Lizx pi'ima e la seconda polare rispetto alla variabile x di 

• = tj 5g* = (ah) (r4) a^ b, «5 p^ = (ff),, 
sono: 

Nella 2.» polare ponendo il simbolo f al posto di y e completando si ottiene: 
g.* = (0 6),, = {t «')« &5« 9'^« = (ab) (a/?) (a <') b V) a^ p. &V (i) 

e dalla 1.* polare possiamo ottenere: 

(a (^ <') &'^* = (e ^) (a e) (ò rf) (y 8) Y5 S?. 
Sostituendo questo valore nella (4) abbiamo: 

e$* = (» «)io = («^) («e) (6d) (Cd) (ap) (76) «^ p^ y^ Sg = 

= - ^ (a(f) (6c) {(aò) (de) + (ac) (dò)! (<»S) (^T) ^l h T^ 8$ 
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e per le ciao note identità: 

{ad) (bc) = (ab) {de) - (ac) {db) 

(?7)o.=(?5)Ti-(r>)?^ 
abbiamo: 

ci' = {ab)^ {cd)^ («'>) 0^5) «5 ?5 TE of- - («6,* (ed;* (aò) (^S) a? [ig» vf 
ed applicando ancora le due noto identità: 

e quella ohe da questa si ottiene sostituendo p con ^ , dopo semplici riduzioni 
si ottiene: 

SE* = (a6)« {cdy (?8)* a?» 75* - A A 
donde 

{aby {cd)^ {^Sy as* 75* ^ € + A 4 ; 

sostituendo questa espressione nella (3) abbiamo: 

(A ^)ol = - A 4 + 6. 

Dal qual risultato si vede che la (A A)^,^ del Gordan si esprime mediante 
la 65* del Peano, e forme precedenti. 

XI. (A A)o,. 

Da 

A?* = (aò)» aS* f ?« 
si ottiene: 

(A A)o, = (A A'/ = («&)• (a A')' (? A'}*. 

Per eliminare il simbolo A' facciamo la seconda polare 

IV A V = {cdy 75» 8^* - \ {cd)^ (y8)* (5 ti? 
poniamo in esaa rispettivamente al posto di $ ed >j i simboli a e p , e moltipli- 
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chiamo per (ab)*] abbiamo: 

(A A)o» = {ed)* (aY)» (?S)» («6)» - g (ed)» (yS)» (ap)» (oò)» = 

= (cd)»(a5)»(«Y)M«8)*-|A». 
Ora abbiamo: 

e = (0 0),, = («r (5 SO' = («<) («5) {ab) (tb) («P) (à?) = (*) 

= -^(aft)»(aY)»(cd)«(?6)* + ÌA» 
donde 

(ed)» (oò)» («f)* (P8)» = A* - 2 e. 

dunque sostitnendo questo risaltato nella (5) si ottiene: 

(A4)o» = gA»-2c. 

L' invariante XI del Oordan ci porta quindi all'invariante e = (9 (>)„ di Peano. 

XII. (9 e)o, = t\ t\ (^')' = E», = E (*). 

Questa forma coincide colla forma (10) della sopra esposta tabella delie for- 
me di Peano. 

XIII. (A/*)o. = -(r4)o.. 
Poniamo: 

facendo la terza polare rispetto alle \ e ponendo in essa il simbolo a al posto 
di 1] si ha: 

(A ^03 = - (T A)os = - c^« d,« (yA)« 65 (SA) A^. 



(♦) Vedi Peano Mem. cit.; formola (21). 
(*) Vedi Peano Mem. cit.; formola (18). 

TOL. XL. 26 
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Ora questa ultima espressione non è altro che la spinta (0,1) di /sopra 



quindi: 



-(/'4)ot=-|A/'+2p (•) 



- (/* A)o» = - I A (f/O., + 2 {fp\, = 2 » (') 



XIV, (4,/»U. 

Operando in modo analogo al precedente, 8i ottiene: 

Il secondo termine di questa eguaglianza non è altro che la spinta (0 , 2) 
di f sopra 

(rA)., = c,'(TA)»A£*=|A/'-2j, 
quindi: 

3^-.,.» .„_-?AD-2(-1e) = | 



(^r)o*=,-A(r/0«-2a'p)o, = jAD-2(-^E) = .-AD + E(»). 



Perciò questa forma di Gordan ci conduce alla forma E,* di Peano. 

XV. (A 6)0,. 

Questa forma è fondamentale e coincide colla (13) della tabella di Peano. 

XVI (A6)„,. 

Facendo la seconda polare di 

Ag* = (a6)* ag» /àg« 
e ponendo in essa il simbolo ^ al posto di )] si ottiene: 



(*) Vedi Forma IX. 

(*) Vedi Peano Mem. cit. ; formola (27). 

(^) Vedi Peano Mem. cit.; formole (3) e (29). 
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Ora di 

facciamo la seconda polare 

(^^>* «y* tj + >j (a^)'* a„ ay t^ ty = 0. 

e ponendo il simbolo h al posto di ^ e completando^ dopo semplici riduzioni; si 
ottiene : 

Sostituendo questo valore nella [6J si ottiene 

§ 2. Forme di quinto grado. 
XVII {^nU. 

Facendo la seconda polare nelle ! di 

e ponendo in essa polare il simbolo A al posto di >] e completando; si ha 

17] (An),, = (a^)(aA)(^A) aj tj A^« = 

= (aA)*(.^A) aj t^^ ò^ A^ - (aA)(^4)* a,« t„' A^ a.. 

Ora il primo termine di quest'ultima espressione si può considerai'c come 
la spinta (0 , 1) di sopra l'espressione 



(«A;« a,« A.« = (fl),^ = J ^^ ' ^P ('> 



ossia abbiamo : 



[81 (aA>«(^A) a^* tj ^^. A^, = ^ A(0/')o, - 2 (6ì;)o, = - — A71 + 2A: («) 



(«) V. Forma IX. 

(*) V. Peano; formolo (7) e (43). 
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Analogamente il secondo termine della [7J non è altro che la spinta (0,1) 
di f sopra l'espressione: 



(AA)» «„« 4g« = (AA)„ = i. B/- - i A» 



quindi 



[9] - (7A) (^4)» a,» «,« Ag ag = - i- B (f/-),, + j A (rO)», = 

= i- An (») 
Ponendo i valori [8] e [9] nella [7] si ha: 

(An)o, = 2* - i- An. 

xvm (4,r-«)«, 

Ponendo 

facendone la terza polare nelle \ e ponendo il simbolo A al posto delle i] e com- 
pletando si ottiene: 

(4 , /'•«U = - «X* «»' (« A)' (& A)&g A5. 
Questa espressione non è altro che la spinta (0,1) di sopra 



o quindi: 



(a A)« a^ Ag* = // A),, = | A/ - 2i> 



(A , f-^\^ = I AC/»),, - 2(p 0)„, =. I An - 2 1. 



XIX. (A,r-0)„. 

Analogamente come nel caso precedente otteniamo: 
(A,/'.«)o» = a,»«,«(aA)»(&A)» 
ed osservando che la spinta (0,2; di sopra 



( a e P.V) *n o ; forinola (7). 
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a,»«.»(aA)»(&A)*, 



(4 , /•«).* = I A(/'(i)o, - 2(ìj6)o, = I BD 



XX. 

Da 



(I A d + e , /•) = i ACi/-),, + (s /.„. (10) 



(A fìoi = - ♦»»* 1*5* 
(e/)o, = 29x*X5* 



si ha 



XXI. 



(ÌAA.e,/)^=2,-ÌA«. 
(^ A 1 + e , z)^^ = J A (A /-),, + (e/-;,.. 



2 



Essendo (A /)os = - Af -2p , il primo termine è: 

|a(AAo, = |aV-|aì,. (U) 

Calcoliamo il secondo termine. Da 

facendo la seconda polare^ abbiamo: 

dove ponendo il simbolo ^ al posto di )] e completando abbiamo: 

(s r)o2 = - 2 (a 17)* (a fiy TT^* 6^« -h | c/^. (12) 

Esegniamo la seconda polare di D^* = («/')*«x*^x* ® poniamo in essa al po- 
sto di y il simbolo p e completiamo; avremo: 

Dx* (D />)* V = (« /^)' («!>)* V ^$* - J A|> = (D;7)o,. 
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quindi 



e perciò 
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(Dp^t^^cf-^BO-^Ap 



(a?)»(ai,)»6.«r5« = ic/'-^B6 



(£a« = jB6-Jc/' 



§ 6. Forme di sesto grado. 
XXir. (l , I A A f e )^ = i A(A A),, + (A s)„ = (A e)., 

(A6^oi = -2V 
(A,ÌAA + e)^^ = -2x. 

XXIII. (a , J AA + e) ^ = g A(A A).« + (A£W 

II primo termine è: 

ÌA(AA)„ = |a»-|ac 



Essendo 
si ha: 



e il secondo termine è: 



Giacché da 



(Ae.o4 = ^B*-ÌcA. (13) 



eì* = («0'^5*-V 



mutando le | nel simbolo A, abbiamo 

(A 0.» = (««')»(& 4)* (&' A)» 
e questa espressione non è altro che la spinta (2 , 2) di 0' sopra 

(SA)*«„»A5» = (9A)„,= |b/'-.^A« 
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qaindi , 

Perciò: 

XXIV. (A , f'n)o,. 

Da 

ponendo il simbolo S al posto di £, abbiamo: 

Ora questa espressione non è altro che la spinta (0 , 2) di n/ vg* sopra Te- 
spressionc 



Qaindi 



(«A)'aa,M^« = |A/'-22>. 



(4 , f'n)o, = I A (na2 - 2 (np)o, , (14) 



ma: 



quindi: 



-2(ni,)„ = 2T„« 
(A , Ai)o4 = 2T. 

XXV. (g A 4 + 6 , /^) = - ^ A (/-* A)„ - (/« g)„. 

Per calcolare il primo termine facciamo la terza polare rispetto alle ^ di 

G poniamo in essa il simbolo 1 al posto delle ij ; abbiamo: 

-\^(f* A)„ = -~AaJ b/ (a A)» (? A) S5 A., 
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Essendo questa la spinta (0 y 1) dì f sopra 



si ha: 



-|A(aA)««,«A5«=-|AJ|A/'-2j,} 



Calcoliamo ora il secondo termine. 
Dalla terza polare di 

si ha, al solito: 

-(re)o,--=-a.*V(«0*(?e)p5e£ 
che è la spinta (0 , 1) di f sopra 

-((,6)»a,eg* = -(/6)o,= - J BO + \cf. 
Perciò 

- (/* Oo. = - ti ^ (/'»)o. - 1 e m.j = - J B.» 

QAA + e,r)o, = |A,-|Bn. 

XXVI. (|AA + e,/^)^^ = |A(A/«),,f(s/*),» 

Operando analogamente che nel caso precedente si ha: 

l A (A /*;,» = J- A a,V (« 4)* (P 4)* . 

e facendo la spinta (0 , 2) di / sopra 

^Ao,»(aA)Mg» = ^AJ|A/'-2j,j 
Abbiamo: 

^A(A,rV = ÌAgA(/-at-2(/'i;)o»[ = |AJ|AD-2(-^E)} = |A»D + lAE.(16) 
Analogamente si olticne il secondo termine 
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ed eseguendo la spinta (0 , 2) di / sopra l'espressione 



(ae)»a,*6g« = (/'E)o, = ^B6-|c/' 



otteniamo 



Qaindi infine 



(/* 0.* = I B (/«)„ - i e (ffì,t = - 1 CD. 



XXVII. (I A 4 + 6 , «) = ^ A (A 6)o, + (6 0)o,. 



Il primo termine è noto 



ÌA(4 6)o, = -|Ar. (17) 



Esegaendo la prima polare nelle ^ di 0, e ponendo in essa il simbolo e al posto 
di ); e completando, abbiamo: 

- (» 6)oi = - (ab) (a P) a^ b^ (a e) g^ e^» (18) 

che è la spinta (1 , 1) di / sopra 

Infatti facendo le due polari prime di — a^* (a s) e^' a^ rispetto alle x ed alle 5 
otteniamo: 

e ponendo in laogo di y ed riy rispettivamente ò e ^ e completando abbiamo: 

-2a„ {ab) (ae) jS e^* (e ^) a^ + e' (a p)l Ò^/S^ 
ed essendo nullo il primo termine resta 

-2a^{ab){at)zi^ia^)b^fi^. 
Paragonando questo risultato colla (18) abbiamo: 

- ^ (» Ooi = -«*(« à) (a e) 65» (a /S) &^ p^ = {/ q),,. 

YOL. ZL. 27 
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Ora 

perciò: 

(fq)u = 2 (pO iap) t^ (aT:)TU5 &^« a^ a^. 

Questa espressione, a parte il fattore numerico, non è altro che la spinta (1 , 0; 
di sopra 

- (a p) (a ir) p^ a^ ii^ a^ = - {fp\, = - - A 6 - — B/ ; 

quindi 

-(Oe)o. = (/'9)H = -2J|A(e6),o + ^B(6/),„j = tBm 

e infine 

XXVin. (I A4 + e , o) ^ = l A(4 0)o, +(eO)o,. 

Il primo termine è: 

\ A(AO)„) = i A jl W- \ A6J = J- AB/ i -A«0. (19) 

Facendo la seconda polare di 

£,♦ = - 2 (r27),o = - 2 (apr-a^» ir^« 
e ponendo in essa al posto di >j il simbolo & e completando, otteniamo: 

i.^^\i^-'^\{<^P?H\^^y^x-\{ap)\^^^ (20) 

Per calcolare il primo termine di quest' ultima espressione consideriamo: 

di cui la seconda polare è: 

(« S)* jpy« «»* - 1 (p «)«(an/»| = -^ BD,»D,* 
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ponendo in essa al posto di y il simbolo a e completando abbiamo: 

(it S)* \(pay «,» «5» - \ (pty «,« ag»! = - 1 B (/D),, = 

donde 

perciò dalla (20) abbiamo: 

(£0)o, = |cO-|bp 21; 

e insieme a (19): 

§ 7. Forme dì settimo grado. 
XXIX. Q A A + 6 , n) = ^ A(A n)^, + (e n)o,. 



Facciamo la seconda polare nelle 5 di ^^x* ^4* = (* ^) ^4 ^s ^x* *x* <^ poniamo 
in essa al posto di >] il simbolo A; si ha: 

J A(4 n)„ = ^ A (a &) (a A) (5 A) a„» t^* Ag» = 



= ^ A l(a A)« (5 A) a,» <,« ^5 A5- (ctA) (S A)» a,« ^ aj Agi 

2 
dove il primo termine ò la spinta (0 , 1) dì sopra {ol ly- aj ùlc^ = - A/'— 2j9 ed 



il secondo termine è la spinta (0 , 1) dì / sopra (^ A)* t^^ ^^^ = ^ B f — - Ai \ 



3 
3«' 3 



(•) Vedi Peano: forùiole (49) e (16). 
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quindi 

g A (4 7»)o, = I A {| A (6/)„, - 2 (6 p)o, - i B (/y)o, + ^ A (T 6)0. } = 



= J-AJ-|a« + 2;c+Ia»} = 



= |AA:-^A»n. (22) 

Analogamente: 

(e n)o, = (a e)'(& e) o^» V £5 ^ - (« s) (& e)* o,* <** 65 «5. 

dove il primo termine è la spinta (0 , 1) di 6 sopra (a e)* o^,* 65* = - B — - cf 

2 2 

ed il secondo termine è la spinta (0 ,1) dì f sopra (& e)* t^^ e^* = - c6 B^^, 

à 

quindi 

(c7i)o, = i B(e 0)o, - l c(Oa,-.| c^e),, + I B (/'i.)oi = |bS-| cn, (23) 



e infine: 



(|AA + E,f.e) =Ja(A ,/'6)o,+ (e,f-6)„. 






Tenendo conto della XVIII, il primo termine è: 



\ A(\ , f. bU = I A»» = ^ A'n - 1 A A. (24) 

Per avere il secondo termine, facciamo la terza polare di /• = o^* ag* t^} S5* 
e poniamo in essa al posto di >j il sìmbolo e e completiamo; avremo: 

(s , /'•«)os = -(/«, e)o, = - ax* <«* (« 0* (^-0 S5 Sg 

la quale espressione è la spinta (0 , 1) di (a6)*ag,*e^*= -Bit — r cf sopra 6; 



ossia: 



(6 , f- 6)os = l B(0 «)„ - ^3 e (/ 6)., = - 3 c«. (25) 
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Ed infine, insieme a (24) si ha: 



XXXL QAl + e,/.o) =|a(4 ,^0)o4 + (e ,rO), 



04* 
04 ^ 

Tenendo conto della forma XIX; il primo termine è: 

J-A(A ,/'.6),, = ^ABD. 

II secondo termine si ottiene facendo la quarta polare nelle $ di /-O ^a^,* ol^ ^^^^ 
e ponendo in essa il simbolo e al posto di >]; si ha perciò: 

Ora questa espressione è la spinta (0 , 2) di sopra 

ossìa 

(s , n)^^ = I B (0 6)o, - g e (/0)„ = ^ BE 

(J-AA + s,r.0)^=ÌABDH.ÌBE 

XXXIL (t , f)^. 

Facendo la seconda polare di i^ si ha: 

e ponendo il simbolo a al posto di >) e completando abbiamo: 

V (^ «)* »>• = (/^).» = - 1 (A 6) Ae» «6 (e a)* a^» - j (A e) Ig (1 o)» Sg» o„» + 

+ ^(A0*Ag€6a|«a,«. i27) 
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Il primo termine ò la spinta (0 , 1) di 

sopra ^i^ ; sicché abbiamo: 

-^(As)V«5(sa)«a,' = lB(Afi).,-lc(A/)., = -^Br + ^c«.. (28) 
Il secondo termine è la spinta (0 , 1) di e sopra l'espressione 

^ (A a)*A.*a„*=^ (/'A).t = i (f J^f-^p) , 
e quindi: 

- ^ (A e) Ag (A a)« eg» a,» = i (| A (e /O., - 2 (e p),,) = 



= 1(1 A.., -.Go.)). 



= |aj--cw (29) 



3"=" 4 
osserTando che 

i^PÌoi = 2^<f *)«o + 6 ® ^^ **•« = 2 *'"'• 
II terzo termine è nullo perchè 



Sostituendo si ha infine: 



§ 8. Forme di ottavo grado 
XXXIII. (I A A + 6 , /n)^ = ^ A(l , /.n),, + (e , ^.71)0,. 
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In 

ponendo il simbolo A al posto di § e completando, abbiamo: 

g A(4 , /'«)o»= g A a„» V (a A)* (v 4)« 
che è la spinta (0 , 2) di n,*V5* sopra 

|Af/'A)., = |A(aA)*a.*A6» = ^A(|A/'-2p) 



onde 



^ A(A , fu),, = I A jl A (n/)o, - 2 (np)o, } = - | A T 



essendo {fn)^^0 , (np)oi=T ('). 
Similmente: 

(s ,/n)o4 = a^*V(a6)«(v6)« 
che è la spinta (0 , 2) di n^^\^ sopra 

quindi^ essendo (w fl)ot = si ha: 

(s , /n)o4 = I B (n 6)o, ^ \'c{nr\^ = 0. 
Si ha così: 

Q-AAh-s,^.)^^ = -|aT. 

XXXIV. (T , r)o4. 

Ponendo in /* = Oj,* ag* 6,* Pg* al posto di § il simbolo t, abbiamo: 



(*) Peano, Jfem. cit. formola (57). 
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ma, questa espressione non è altro che la spinta (0 , 2) di /" = b^^ ^^^ sopra 



Quindi: 



(a T)» o,» V = (rT)o, = Ur + ^cm-|A3 (•). 



(^ /^«» = g B (/ r)„ H. l e (/-in),, - 1 A (^ q)^. (31) 



Ora è facile vedere che 

(/'•)ot = &»*X£* 
(/''n)oi = V "E* 
(f 3)01 = 



onde: 



(^,/'»).»=+?B«:+-c«. 



XXXV. a , 0)... 

Dalla seconda polare di 

^5* = - 2 ^^ «) ^e* «5' » 

ponendo il simbolo al posto di >] e completando, abbiamo: 

(^ , 0;„ = - J (A e) Ag» £g (e 6;* «,» - ^ (A e) Ag gg» (A e)««,* + ^ (A e)» Ag 6g Sg* «,«. 
Il primo termine è la spinta (0 , 1) di 

sopra A, ossia 

- ^ (A e) Ag» 6g (e 6)'«^* = i j e (A 0)„ - B (Ai>o,| = 



= |jc(-2r)-B(-|Am + 3) 



= ^AB»n-^Bff-icr. (32) 



(•) Vedi forma XXXII. 
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Il secondo termine è la spinta (0 , 1) di 



J(A»)»A5M«« = l(B/'-Ae) 



sopra £ , ossia 



- 1 (4 e) A. £.» (A 0,' <,• = i^l D (e a. - A (e O)», } = ^ B a - 1 AB m (33) 



Il terzo termine 6 evidentemente nallo, 
Qaindi infine: 



(tO)M = -^Bj-|cr + ^ABm. 



§ 9. Forme di nono grado. 

XXXVI. (t , /-% 
In 

P = «X* h* c« «£* h* n* 

ponendo il simbolo x al posto di §, si ottiene: 

la quale espressione non è altro che la spinta (0 , 2) di f sopra 

ossia 

IT D.. = J B (r&)„ + J e (/'«)c., = J B T„«. 

XXXVII. (T , /O)»». 
Coi solito metodo si trova: 

(X, A»)o4 = «x*«x*(a-)*(S-)*V 
che è la spinta (0 , 2) di f sopra 



1 o 1 5 

— - DO — r cr A . 

12 * 6 ^72 

VCL. XL. 28 



(6 T)' «,» V = (» T)„ = --^ Bj-i cr + ;^ ABm, 
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ossia 

(X , f-O).» = - ^ B (fqU - \ c(/'r)o, + ^ AB (/-»»).,; 



ma 



onde 



(/'3)., = 
(f r\t = k 



{x,M)oi = -\ck + ^^ABs. 



% 10. Forma di deoimo grado. 

XXXVIII. (T,r*e)o« 

Ponendo in 

il simbolo T al posto di $, si ha: 

(X . /*• »)«. = a»* V ««* (« X)* (P -)* (^ X)*- 
Questo espressione non è altro clie la spinta (0 , 2) di f sopra 

«»* «»* (« X)* (9 X)» 15* = (T , MU = 1 «'^ - ^ AB. (•) 
ossia: 

(- . ^ • «)o. = l e (/-*)„ - ^6 ^B (f »)o, = ^ e V {»). 



(') Vedi forma XXXVII. 

(*) Che {fk)„ = T^' vedi Peano, Mem. cit, formola (57), e che (/»)o» si vede 
facilmente. 
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SUL TEOREMA DI FERMAI 

NOTA 

DEL 

Dott. GIACOMO CANDIDO. 



Teorema di Fermai. --^ Se "p è un numero primo, Vuno o V altro dei numeri 
a , a**"' è divisibile per p. 

Dimostrazione (*). Consideriamo la formola di Waring 

(I) a»* + òP = (a + bf - 4 «^ (« + ^^""^ + ^?-^ aV'{a + ò)""* -f . . . 

1 X* a 

... + (_ ,y a^-^lSZ^-'hAl^lzA a'5'(a+ .:-' + .... 

Si osserva facilmente che per essere p un numero primo da questa si ot- 
tiene 

aP - a = (a - 1)P ^ (a - 1) + pìS.^ (a - 1) 

e successivamente 

(a - i)P - (a - 1) = (a - 2f - (a - 2) + ;?M, (a - 2) 
(a - 2)P - (a - 2) = (a - 3)" - (a - 3) 4- pM, (a - 3) 



(tìt-i + l)"- (a -t + l = (a-i)P-(a-t) +;?M<(a-i) 
epperò 

(II) aP - a = (a - i)" - (a - i) + p[M|(a - 1) + Mj(a - 2) + ... f M,(a - i)) 

Se a=fcp, il teorema è subito dimostrato; se a=^kp-\-i il teorema rimane 
pure dimostrato per il secondo membro della (II). 



(*) Questa dimostrazione la credo nuova. 
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A questo teorema ne facciamo seguire un altro— dovuto a Kummer e*), e 

che dimostriamo coll'impiego della stessa formola : 

Teorema di Kummer,— -Se ^ è un mimerò primo impari ; a e b due numeri 

a^ + b" 

primi tra loro ; a -f b ed —• non possono avere altro fattore comune che p; 

a + b 

se a** -f b^ è divisibile per p^, allora a + b é divisibile per p'""*, la stessa pro- 
prietà quando uno dei numeri a , b diviene negativo. 

Dimostrazione» Riprendiamo la fonnola (I) , dove, com'è noto, ^— è 11 va- 
lore di r, che corrisponde all' ultimo termine di cui il coefficiente sarà p e che 
conterrà (a + b) alla prima potenza. Sia ora a un fattore primo comune ad a + 6 

ed — , esso dovrà dividere il termine indipendente da a-Yb nello sviluppo 

a + 6 

aP + b^ Pzl ^^ 2=« P-A 

che è j: a * b ^ p. Ora, a non può dividere a * né ò * , perchè ciò 

vorrebbe dire che non sarebbe primo con a e & , e siccome a divìde a + 6, di- 
viderà contemporaneamente a e ò, ciò che è assurdo ; dunque divide p\ ms^ p 
è un numero primo, dunque a-p. Supponiamo che p^ divida a^ + b^f si vede 

allora che se a + ^ non contenesse (q — 1) volta p, Tultimo termine pa ^ 6 * 
(a + b) non potrebbe contenere q volte il fattore p. Sostituendo b con — 6 si 
avrà a^ — b^, giacché /> é impari, e si potranno applicare le considerazioni 
precedenti. 

Le due proposizioni precedenti ci permettono di enunciare le altre : 
Corollario 1^, — Se p è un numero primo che non divide a — 1 , il numero 
9^—1 non è divisibile per p. 

Corollario "l^.-^Se p divide a — 1, qualunque siano a e p ; p divide il nu- 
mero 

aP-« + aP-* + . . . + a« + a -^ 1. 

Corollario 3".— /S'è p divide a— 1, il numero bP—1 è almeno divisibile per -^^ . 

Corollario 49.— Se p è un numero primoj uno ed uno solo dei numeri a-1, 
a™-* -1- a*""* + ... 4- a + 1, è divisibile per p. 

CorollaHo b^.—Se Vespressione a^— a, dove p è an numero primo , è divisi- 
bile per p^, tale dev'essere uno dei numeri 

a , a - 1 , a^"* -|- a^"» + . . . + a + 1. 

Corollario Q^.—Se il numero primo p non divide alcuno dei numeri a, a-1, 
a -f- 1, esso divide il numero 

aP-a ^ aP-« + . . . + a* -f 1. 

I corollari qui enunciati sono stati ottenuti con singoli ragionamenti in una 
interessante Nota {}) dal Chiar. Sig. L. Gianni - Tutilità del teor. di Kummer - 
accoppiato a quello di Fermat, per dimostrarli, riesce manifesta. 



(*) Nouv. Ann. de Math. Voi. 7* pag. 239. 

(*) Periodico di Mat. anno 1887, pag. 114 e seg. 
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SOPRA ALCUNE RELAZIONI 
FRA COVARIANTI DI TERZO E QUARTO GRADO 

NEI COEFFICIENTI DI UNA FORMA BINARIA 
NOTA 

DI 

LUIGI BRUSOTTI a Pavia. 



Il Sig. Petrucci in un recente lavoro (*) ha trovato alcune relazioni fra 
covarianti di terzo grado nei coefficienti dj una forma binaria, servendosi degli 
ordinarli procedimenti del calcolo simbolico. Nella presente Nota, per consiglio 
del Chiar.mo Prof. Berzolari, al quale rendo qui vive grazie deirappoggio 
prestatomi, riprendo la stessa ricerca facendo uso costante e metodico di una 
formola di G o r d a n , forse non abbastanza usata fra noi, e giungo a stabilire, 
insieme a quelle date dal Petrucci, diverse altre relazioni fra i covarianti 
di terzo e di quarto grado d'ordine più elevato, deducendone teoremi d'indole 
generale. 

La fonnola del O o r d a n è la seguente (*; : 

/ »3 - «1 - «t "j (<^A 



aj+a,-< 



(*) Sopra certe relazioni che passano tra alcune formazioni invariantive della 
forma binaria di grado n. Fase. Settembre e Ottobre 1901 di questo Giornale. 

(•) G o r d a D. Ueher das Formensystem bindrer Formen — Leipzig 1875 , pa- 
gina 11, Form. (III). 

VOL. XL. 29 
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dove ?, 9j 9, sono Ire forme binarie , n, n^ «3 i loro ordini , or, a^ a, numeri 
positivi o nulli, tali che per a,=0 sia a2+a3<n, , e per a, =|=rO sia a^+aj— >*,. 
L'applicazione della formola viene brevemente richiamata col simbolo : 



Indicando con 



/ <Pi ^2 9s \ 

\ «I «t «8 / 



/^=«." = «^a:" = C,- 



uua forma binaria d'ordine n, stabilisco le seguenti notazioni : 

A = (a&)'(òc)« a^'*-» ò/-' c^'»-^ ; A = (a6)*(ac)* a/"» bj''^' e/-» ; 

A = {abyiacYibcy a/-« &/-• e/"* ; ; = {ab)\ac)\bc)^ a^^'^h^^-'c^^-'. 

1.0 Covarianti di terzo grado. 
Covarianti di ordine 3n. 

1. Ogni covariante di terzo grado e d^ ordine *òx{ coincide con f a meno di 
un fattore numerico. 

Covarianti di ordine 3n - 2. 

2. Un covariante di ordine 3w — 2 coincide con (/* , f) a meno di un fat- 
tore numerico, e poiché : 

(0 if- , /) = 0, 

Ogni covariante di terzo grado e d- ordine 3n — 2 è nullo identicamente. 
Covarianti di ordine 3n - 4. 

3. Un covariante di ordine 3n — 4 è una combinazione lineare dei seguenti: 



Ora dallo sviluppo : 



\0 2 0/ 
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si ricava : 

Segue : 
Ogni covariante di terzo grado e di ordine 3n — 4 si spezza nel prodotto 
di H e di f, a meno di un fattore numerico* 

Covarianti di ordine 3n — 6. 

4, Un covariante di ordine 3n — 6 è una combinazione lineare dei due se- 
guenti : 



Ma per la: 



/f f f\ 
\0 3 0/ 



si ba : 



Segue: 
Ogni covariante di terzo grado e di ordine 3n — 6 coincide, a meno di un 
fattore numerico, colla prima spinta di H su f. 

Covarianti di ordine 3n — 8. 

5. Un covariante di ordine 3n - 8 è una combinazione lineare dei seguenti: 

(r , f)' ? (H , f)' -, tr, 

tra i quali sussistono due relazioni lineari fornito dagli sviluppi : 



(f r f\ if r f\ 

\0 3 1 / • \0 4 0/ 



Ad esse possono sostituirsi le due seguenti : 

(4) cH,n*=2^„^»/ 

.. . L 3 (n - 1) (3» - 4) .^ 
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la prima delle quali si trova in un lavoro del Malsano (*) ed è riportata in 
quello del P e t r u e e i (pag. 265). 
Si deduce : 

Ogìii covariante di terzo grado e di ordine 3n — 8 si spezza nel prodotto di 
ì e di f, a meno di un fattore numerico. 

Oss. Il procedimento seguito esclude il caso n = 3 , nel quale ogni cova- 
riante di terzo grado e di primo ordine coincide , a meno di un fattore , con 
(H , fY^ ed è quindi identicamente nullo. Infatti dalla 



si deduce 






formola questa notissima (J\. 

Covarianti di ordine 3n — 10. 

6. Un covariante di ordine 3/i — 10 è una combinazione lineare di 

(/* , f)^ ; (H , /)» ; (i , f). 

Fra queste tre forme sussistono due relazioni lineari indipendenti, che si 
ottengono dagli sviluppi: 



// f f\/f f f\ 
\0 4 lj*'\0 5 0/ 



e dalle quali si deducono le seguenti : 



(^> ^^^^^'--é^h^'^f^^ 






La (6) si trova nel lavoro di P e t r u e e i (pag. 265). 



(') La sestica binaria. Mem. Acc. Lincei. Serie III, voi. 19, pag. 11, form. (5). 
(*) V. ad es. G r d a n-K erschensteiner. Vorlesungen iiber Invarianten- 
theorie* Leipzig 1885 Bd. 2, pag. 172. 
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Risulta : 

Ogni covariante di terzo grado e di ordine 3n ^ 10 coincide, a meno di un 
fattore numerico^ colla prima spinta di i su f. 

Oss.— Per n = 4, caso che sfugge al procedimento generale, ogni covariante 
di terzo grado e di secondo ordine coincide , a meno di un fattore numerico , 
con (H , fY ed è quindi nullo identicamente, come risulta da : 



/f f r\ 

(l B i)(H,n^ = 0, 



forinola questa già nota (*). 

Covarianti di ordine 3n - 12. 

7. Un covariante di ordine 3h — 12 è una combinazione lineare dei quattro 
seguenti : 

(P , ff : (H , n \ {i , f)^ ; rf, 
fra i quali, per mezzo degli sviluppi : 



/f f f\ if f f\ 

\0 5 1 / ^ \0 6 0/ 



si possono stabilire due relazioni lineari indipendenti, da cui si deducono le : 

(9K\ i^ f\^ - ^*-^ /. f^^ . (n-5)(3n- 10) 

(8) (R , n* - ^ 21^—^ (* » f^ + 4(27^-7)(27*39) '^ ^ 

(9) (^. 15n( n^l) 3(H-^2)(n--3)(3n-10) 

W (r ,/^J -4(27i-l)^2n-3j^''^^ ^ 4(2H-l)C2n-5)(2n-9) "^^^ 

Quindi : 

O^ni covariante di terzo grado e di ordine 3n — 1 2 è ima combinazione li- 
neare di {ì , f)' e di rf. 

Oss. Il procedimento non vale per i casi n = 4 , 7i = 5. 

Per w = 4, ogni covariante di terzo grado e di ordine (invariante) coin- 
cide, a meno di un fattore numerico, con (H,/')*=^\ Per n=5, ogni covariante 
di terzo grado e di terzo ordine è una combinazione lineare di (H , /")♦ ed 
(» I f)^ ì ^ poiché dalla : 



c : 



(*; V. G r d a n-K erschensteiner. Op. cit. pag. 18o. 
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si deduce : 

(H ,/-)♦ = - i- (t , /-)», 

esso coincìde, a meno di un fattore numerico, con (i , /")* , ossia, per una for- 
mola nota (*), con j\ 

Covarianti di ordine 3n — 14. 

8. Un covariante di ordine Sn — 14 si esprime linearmente per mezzo di : 

(r,fy ; (H,/)» ; ii,fY ; (T,r). 

Fra queste quattro forme, ricorrendo agli sviluppi : 

/f r f\/f f f \ . (^ f f\ 

\0 4 3/ ' \0 6 1/ ' Vo 7 0/ 

si vengono a stabilire tre relazioni lineari indipendenti, alle quali si possono 
sostituire le tre: 

fin rn f)« (w-5)(«-6) 

M2^ (f^ f^^- 21«(n-2)(3n-7) 

(12) (/^ . f )' = - 8(2„-l)(2n-3)(2«-5) ^'^ ' ^^ 

Si ha: 

O^ni covariante di terso grado e di ordine 3u — 14 ; coincide, a meno di u » 
fattore numerico, colla prima spinta di r su f. 

Restano però da considerarsi a parte i casi » = 5 , m = 6. Per «=35, ogui 
covariante di terzo grado e lineare coincide , a meno di un fattore numerico , 
con (H , /')', e poiché : 

/f f f\ 

(, 3 ,) (H,n' = 0, 

esso è identicamente nullo. Per n - 6, ogni covariante di terzo grado e di quarto 



(*) G r d a n-K erschensteiner. Op. cit. pag. 241-242. 
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ordine è una combinazione lineare di i.H,/')' e di (»,/)*; e poiché dagli sviluppi: 



/f f f\ .(f f f\ 
\1 3 8/'\l 4 2/ 



si dcdacc : 

(H , n = 0, 
esso è identicamente nullo ('}• 

Covarianti di ordine 3n — Ifi. 

9. Un covariante di ordine 3» — 16 è una combinazione lineare dei cinque 
segaenti : 

{^ , f)* ; (H , /•)• ; (t , /•)♦ ; (r , /)» ; kf , 
fra i quali si possono stabilire tre relazioni lineari indipendenti per mezzo delle 

\0 5 3/'\0 7 l/'\0 8 0/' 
Da queste si deducono le altre . 

(13) (t,n -5(2«_9)" '^> +20(2«-ll)(2«-13)'^'^' 

(14) (H f,*— 0^-tH 5n-22) (u-3)(«-7)(3n-14) 
(14; (H , f , - ^ (2«-5.H2n-7) ^' '^^ ^ 4(2»-5)(2u-9)(27,-13) *^ ' 

ri 5) ff /.^«_ 7«(/t-l)(3H-8) (n-3)(3n-8)(3H-14)( 5»»-13) 

<. »^ V>a; 2(2n-l)(2n-3)(2»-5)^'''^ ^16(2n-l)(2ft-3)(2;»-7)(2u-13) '" 

Segue : 
Ogni covariante di terzo grado e di ordine 3n - 16 e una combinazione li- 
neare di (r , f )* e di kf. 

Il procedimento generale non si può applicare ai due casi n = G , n = 7. 



(') La (H , f )' = si trova in M a i a a n o loc. cit, pag. 26 Torm, (63). 
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Per n = 6 ogni covariante di terzo grado e di secondo ordine è una combina- 
zione lineare di (H , /")• e di (ì , /")*, e poiché dalla : 



segue: 



\2 4 2/ 



(H , /)• = |- (i , ff 



(formola nota (*)), esso coincide con (i , /)*, a meno di un fattore numerico. Per 
w = 7 ogni covariante di terzo grado e di quinto ordine è una combinazione 
lineare di (H ,ff, (i yfY, (r , /)S e poiché dalle 



/f r f\/^ f f\ 

\l 4 3/'\l 5 2/ 



si deducono le: 



(H, n« = -y(r,ns 

esso coincide con (r , /*)*, a meno di un fattore numerico. La prima delie due 
relazioni ora scritte é data, con altri simboli, da G o r d a n (*). 

Considerazioni generali, 

10. Il metodo applicato nei paragrafi 1 - 9 ai covarianti di terzo grado d'or- 
dine più elevato, si può estendere ai covarianti di terzo grado e d'ordine qua- 
lunque. Ed invero ogni covariante di terzo grado e di ordine 3n - 2p è una 
combinazione lineare delle spinte: 

[(/,/')" , f? (2a + p = P)- 

Ma poiché fra qaeste per ngp sussistono le relazioni lineari 



(A) 



/f f r\ 






(•) M a i s a n Ice. cit. pag 26 Form. (64). 

(*) Die Discriminante der Form 7. Gradea f= a',, Math. Ann. Bd. 31 p. 572 
Form. (3). 
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e per n < p le relazioni lineari : 



(A)' 






esso si potrà esprimere come combinazione lineare di un minor numero dì 
spinte (*). 

Nei casi che si sono considerati il procedimento conduce ad esprimere tutti 
i covarianti di un dato ordine per mezzo di spinte die sono linearmente indi- 
pendenti. Questo per altro non avviene in generale come risulta da un'osserva- 
zione contenuta in un lavoro di S troh (*), nel quale è indicato un metodo per 
risolvere il problema in tutta la sua generalità. 

Non sarà inoltre privo di interesse osservare che in generale le (A) (o le 
(A)') non sono tutte linearmente indipendenti, come si può rilevare dallo studio 
dei casi corrispondenti ai primi valori di p. 

Sviluppi in serie. 

Espressioni di ft } fi , U f ì' 

11. Per confrontare le formolo trovate con quelle date [dal Petrucci, 
occorrono le espressioni di A , A , A , J , come combinazioni lineari di spinte 
^■if f fY^ f f]^' Ne prendo occasione per stabilire lo sviluppo in serie di due 
covarianti di terzo grado di tipo molto generale e deduco le espressioni richieste 
come caso particolare di tali sviluppi. 

1^) Sviluppo di (ab)^(ac)»*a/-^-»'ba.'*'^c/-'*. Lo si ottiene dalla formo- 
la (IX) del testo di G o r d a n (^), scambiandovi x con y , sostituendo alle va- 
riabili y^ y^ i simboli c^j — c^ e completando il simbolo (e). Si ha cosi : 

(v\(n-\\ 

^ \ h ) 

Operando col simbolo (b) come ora si è operato col simbolo (e) si otterrebbe 
uno sviluppo analogo ad (I), ma in generale (k^\- pi) distinto da esso. 

2«) Sviluppo di (a6)«\ac)'*(6c)f*aa.'*-*^"»'6/-*^-»'c/-»^ Si consideri Tespres- 
sione simbolica: 



(*) Cfr. Gordan. Ueber das Formensystem binarer Formen, Leipzig 1875. 
Pag. 12. 

(*) Ueber die asyzygetischen Covarianten dritlen Grades einer bindren Form, 
Math. Ann. Bd. 31. Pag. 444. V. anche, pag. 451 § 6. 

(*) Gordan-Kers eh en Stein er. loc. cit. pag. 88. 

VCL. XL. 80 
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Posto : 

a «-tX-|A h «-tX-|A _ j> j(«-iX-|i) 

si ha: 

ed applicando al secondo membro la formola (Vili) di Gordan (*), si ottiene : 
(a) {ahf a/"*^'^ ò/"*^-»^ a/ 6/ = 



/27i-.4X-2|ii\ /2iJi\ 

* V » j • 



Ponendo inoltre: 
onde : 



P = ^x ^a. 



si ha : 



(RS)* = (F'»-»^-i* , FI*)*. 

Ora per h dispari (Ti = 2p + 1) , è evidentemente : 
(RS)*^"'' = (F*-*^-!* , F>*)«P-^« = 0, 

mentre per h pari {h = 2p)^ come risulta da una formola del Prof. B e r z o 1 a • 
ri, (*) si ha : 

(RS)'P = (P*»-»^-!* , pi*)*P = 



("-y-^)a)(- '/-o ^ 



(V Gordan-Kerschensteiner. Op. cit. pag. 86. 

(*) Sulle spinte formate con potenze di una forma binaria quadratica. (Rend. 
Ciro. Mat. di Palermo T. XII : 1898, p. 258). Gfr. Gordan, Auszug aus einem 
Schreiben an Ilerrn L. Berzolari (id. , p. 326). 
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dove A = (F , F;'. Owervando che : 



A = -jiab)* 



si deduce : 



V 2p AìgAp) 

Infine sostttaendo l'espressione cosi trovata nella formola (a) (nella quale 
il sommatorio si estende ora ai soli valori pari di h), indi cambiando al solito 
le variabili y, y, nei simboli e^ , — e^, e completando il simbolo (e) , si ottiene 
lo sviluppo : 

(U) (a&)»^ (acf (bc)!" o,"-'^-!' ft,»-»^-!» c/-»"^ = 

/n-2X-jA\/'n-2X-p\/ii\ 

-^{-h* /2»- 4X-2p^ l\/2o\ {'•'' ''J 

" l 2? Api 

(Oss. Le considerazioni ed i passaggi che hanno condotto alle (I) e (II) 
non implicano la condizione che i simboli a ^b ^c siano equivalenti (simboli di 
una stessa forma f) \ anzi non occorre nemmeno supporre nel procedimento che 
il simbolo e appartenga ad una forma di ordine n. Segue che, accanto alle for- 
molo (I) e (II) , ne sussistono due più generali , relative a tre forme distinte 
^,9,4*, delle quali soltanto le due prime sono necessariamente dello stesso 
ordine). 

Dalla (I) , per X = 5 , pi - 2 si ha : 

(16) A = - {ahy {ac)^ aj^^ ^-^ c,-« - - (r , f ) , 

formola di P e t r u e e i (pag. 272). 

Dalla (I) , per X = 4 , pi = 4 , sostituendo ad (i , f)* l'espressione data dal- 
la (13) , si deduce : 

(17) ^, = _(.,^).+ ____,^. 

Applicando ora lo sviluppo (II) per X = 2 . [x = 2 e tenendo conto della (13), 
si ricava : 

(18) f^^.^^r,n^^^-kr. 

Infine, applicando la (II; per X = 1 , pi - 2 e ponendo per (H , f)^ Tespres- 
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sione data dalla (8) si ottiene : 

(19) ^ - - ^' ^ f^' u-^h^'f' 

Come covariante fondamentale di ordine 3n - 12 , insieme al prodotto »/, 
si è assunta la spinta (i , f)'^. 

Prendendo invece come covariante fondamentale /, dallo (19), (8), (9) si 
deducono le seguenti : 

^ '^^ - 2n - 5-^ ^ 4(2n -5)(2» - 7) ^' 

(ft f)*^ 15w(«-l ) 3(lln»-52»*-i-77n-40) 

' '''^ ' 4(2n-lX2»-3) ^ 8(2w-l)(2rt-3)(2n-6) **'' 

delle quali la prima è di Maisano (') e la seconda di Petrucci (p. 266). 

Come covariante fondamentale di ordine 3n — 14 si è considerata la spinta 

(r , f). Introducendo invece la f^ , per mezzo della (16), si ottengono lo formole: 

^* '/')* = - 2W^9) f' ' 
m n5_ («-5)(n-6) 

(ft n'= 21n(n-2)(3«-7) 

^ ''' 8(2n-l)(2»-3)(2»-5)'" 

delle quali le prime tre si trovano nel lavoro di Petrucci (pag. 272, 270, 267). 
Inflne per i covarianti di ordine 3n - 16 come fondamentale, insieme a A/, 
si è assunto (r , f)*. Si può invece assumere come covariante fondamentale Z', 
(ricorrendo alla (17)), oppure /", (ricorrendo alla (18)). È però superfluo intro- 
durre, come fa il Petrucci, contemporaneamente nelle formole i due cova- 
rianti /*, ed fy Per la spinta {r , f)* si ottengono le espressioni : 

^ _ ^ 2« - 9 



(') loc. cit. pag. 11 Form. (4). V. anche Petrucci a pag. 269. 
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4 1 

Moltiplicando la prima per — , la seconda per — e sommando si ha : 

o o 

formola di Petrucci (pag. 272). Introducendo nella (13j le espressioni ora 
trovate per (r , f)*, si ottengono le due formolo : 

__ 71 - 12 w — 4 

^' ' ^^ " SipT^J) ^^ ^ 16(2 »~-~Tr) ^^' 

^ ' '^ 2(2/1 - 9) ^* 4(2n - d){2n - 11) '' 

,,..,. ^ ì . 4(n-6) , ^ 3(w-4) 

Moltiplicando la prima per , la seconda per -^^ — -- e sottraendo, si 

ha la formola: 

'^^ 2(2n-9)'* 2(2;i-9)'' 4(2»-9m2;ì-11) ^ 

che figura nel lavoro del Petrucci, dove però è incorso un errore di stampa 
nel coefficiente di f^ (V. pag. 271). 

Analogamente dalla (14) si deducono le due seguenti : 

_ 5(n-l)(5n~22) 58 n3-639 n*+229l ?i-2^ 

^ ''^ ^ 32(2«-5)(2'/i~7)^* "^ ■64('2Vi^5)(2 7il7)(2n~-9) ''' 

5(n-l)(5n-2 2) _ («-^) (^Ll^) (!*^L_ A:/^ 

^ '^^ 8(27i-5)(2n-7) «^^ "^ 8(2n-5J(2 7i-7)(.^n-9) •'' 

Moltiplicando la prima per : 

4(?i-5)(n- 6)(2w 4- 1) 



5 (n - 1) (2 n - 9) {òn - 22) 
e la seconda per : 



1 - 



4(n-5)(n-6)(2n -f-l) _ 3 (14 n»-137 nH413 n-370) 
5 (71-1) (2 71-9) (5 71-22) " ' b(n^ì)(2n-d)l5 7i -22) ' 

poi sommando si ha : 

(H f\« = - (n-5)(/i-6)(2H+l) 3( 1471» - 137 71» + 41 3 n- 370) 

^ '^^ 8(27i-5)(27i-7)(2n-9)'^* 8(2 7i-5)(2n-7)(2 7i-9) '* 

(n- 5) (71 ^6) (471 -1 3) 
16(2 71 -6) (2 71 -7) (2 71 - 9) '* 
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che si trova pure nel lavoro di Petra coi, con altro errore di stampa nel 
coefficiente di f^ (V. pag. 268). 

IL Covarianti di quarto grado. 

Covarianti di ordine 4n. 

12. Ogni covariante di quarto grado e di ordine 4 n coincide^ a meno di un 
fattore numerico^ colla quarta potenza di f. 

Covarianti di ordine 4 n — 2. 

13. Un covariante di ordine 4n''2 è una combinazione lineare dei due 
seguenti: 

ir , f)'f ; iP , f) 

e poiché: 

Ogni covariante di quarto grado e di ordine 4 n — 2 è identicamente nullo. 
Covarianti di ordine 4 n — 4. 

14. Un covariante di ordine 4 n - 4 è una combinazione lineare dei cinque 
seguenti: 

(/sn^ \ {f ,rv \ [(P ^f) ^n \ (rsnv ; h^, 

tra i quali sussistono quattro relazioni lineari indipendenti^ che si deducono dalle 
(1) , (2) e dagli sviluppi: 



\0 2 0/ ' \0 2 0/ 



T«li relazioni si possono ridurre alle: 



[ir ,n,f\ = o, 



^'^^'=i.F-h^f*- 
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Segue: 

Ogni covariante di 4© grado e di ordine 4 n — 4 ai spezza nel prodotto di H 
e di f* , a meno di un fattore numerico. 



Covarianti di ordine 4 n - 6. 

15. Un covariante di ordine én — G si esprime linearmente mediante i sette 
seguenti: 

{f ,f)' ; [(r ,n,f? ; (H , /^) ; 

fra i quali sassistono sei relazioni lineari indipendenti, fornite dalle (1), (2), (3) 
e dagli STÌlappi: 

\0 1 0/ ' \0 1 0/ ' \0 3 0/ 
Ad esse si possono sostituire le: 

2 (n — 2Ì 

(H,r)=(H ,/)•/-, 

{(T ,f) ,/']* = 0, 

MM -*• 2 n (4 n — 3) .,_ ^ ^ 

^'^* = - (3n-l)(3n-2) (^'^^- 

Si deduce: 

0^»t covariante di quarto grado e di ordine 4 n — 6 si spezza nel prodotto 
di (H , i) e di i ^ a meno di un fattore numerico. 
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Covarianti di ordine 4 n — 8. 

16. Un covariante di ordine 4n — 8 è una combinazione lineare dei dodici 
qni indicati: 

(T ,n* : (T' ,fy ; [{f* , f) , fi* ; (h , n»; 

[(/^, /)*,/]» ; (H/-,/-)' ; [(r,n',rì -, m,f),fu 

(P ,rYf ; (H,r)V ; H* ; if^, 

fra i qnali sussistono dieci relazioni lineari indipendenti, che si ottengono dallo 
(I) , (2) , (3) , (4) , (5) e dagli sviluppi: 

\0 11/ \0 2 0/ \0 2 0/ 



/f r f\ /f f r\ 

\0 4 0/ \0 4 0/ 



Tali relazioni si possono ridurre alle: 



(«'^^*^=2(S^^'^' 



if* f,^f- 3(n-l)(3«-4) 



l(H,«,^J=-^-H* + ^-^^ir*. 



UT ,n n-^2n-l) A{n-2)(2n-lf' ' 

.^ . -.. « -r^. (« — 2) (n — S) . ^ 

r..* .,t ^-^ nr3n -2) (n ^ 2Hn - 3)(3n-^ 2) 

LU j // ; /J 2(2»-l)(37i-4) 2(2n-l)(3w-4)(3n -5) ' ' 
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^ ''' (3»-l)(3n-2) ^3(37i-.l)(3n-2) ' ' 

^' '^^ 2(2n-l)* ^2(2n-l)(2n-3) ^ ' 

La terza delle forinole ora Bcritte è del Malsano (*). 

Si ha: 

Ogni covariante di quarto grado e di ordine 4n — 8 è una combinazione li- 
neare di B} e di ì f*. 

Oss. Per i casi n = 2 , w = 3 , che richiederebbero una trattazione a parte, 
mi limito a ricordare che ogni forma di quarto grado e di ordine , 4 rispet- 
tivamente coincìde con H*, a meno di un fattore numerico. 

Covariante di ordine 4n — 10. 

17. Un covariante di ordine 4n^l0 è una combinazione lineare dei quat- 
tordici seguenti: 

(Rf.fj' ; [(r ^n' ./? ; [(H,r) ,/^^ 

{if.n ; (r yfy f ; (H,/»)/' ; (i ,nf 

fra i quali sussìstono tredici relazioni lineari indipendenti, che si ottengono ri- 
correndo alle formolo per i covarianti di terzo grado dalla (1) alla (7; inclusa, 
ed agli sviluppi: 

\0 10/ \0 1 0/ \0 2 1/ 

/f ^ f\ /f f ^\ /f f" f\ 

\0 3 0/ \0 3 0/ \0 5 0/ 



(•) Loc. cit. pag. 12 Form. (8). 

VOI*. XL. 
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Ad esse possono sostitairsi le: 

ip f)»f^ 5n(3«-6) 

r{^ /.* 3(» -!)(«- 4) (3» -4) 

'^ '^' ''J"2(2n-l)(2»-3)(3n-8)^*' ^^'' 

Uft f)* f\*- «(«-3) («-4 ) 

[(r,r) ,/-]- 2(n-2)(2»-l)(3n-7)^* '•'^^' 

lU^ , ;^; '^J -3(2n-l)(3n-4)(3n-5)^ '^^^^ 

[(/^,r),r]*=o. 

20n(n-l)(4n-5) 
^ '^ --3(3n-l)(3n-2)(3n-4)^' '^^'• 

Segue: 

O^fwi covariante di quarto grado e di ordine 4n — 10 */ spezza nel prodotto 
di (i , f) e di f, a meno di w/i fattore numerico. 

088. Per i casi 7i = 3 , n = 4 , da considerarsi a parte, basti notare che ogni 
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covariante di quarto grado e rispettivamente d' ordine 2 , 6 , è identicamente 
nnllo. 

Covarianti di ordine 4n — 12. 

18. Un covariante di ordine 4n'-12 6 una combinazione lineare dei ven- 
tano seguenti: 

ir ,n* ; (P ,f)* ; lir ,f) ,/-)' ; (H,/*)*; 

(II , H)« ; {in* ; [{f*,n*,f]* ; l(H , /)* , Ai' ; 

iir,n* ; [(r,n',f] -, m,f)',f] ; [(»-,/),«; 

t-H ; (/« ,f)^f 5 (H,/OV ; {i , f)' f ; rp. 

Fra questi sussistono diciotto relazioni lineari indipendenti fornite da quelle 
pria note pei covarianti di terzo grado, dalla (1) alla (9) inclusa^ e dagli sviluppi: 

\0 11/ \0 2 0/ \0 2 0/ 

\0 2 2/ \0 3 1/ \0 4 0/ 

\0 4 0/ ' \0 6 0/ ' \0 6 0/' 
Tali relazioni si possono ridarre alle seguenti: 

n-i ,. ,., , (»-5)(3n-10) ,, 

^'^ ' '' ' 4(2n-l)(2n-3)^ ' ''^ ' 4(2n- 1)(2» -5)(2» - 9) •' ' 
1 .„ 2n-9 ,. ^, , 
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r/ii j!\s jfi *» — ■*.„ (re - 4){2« — 9) 

\(ft ^5 f^^ 5re(3n-5) 5n(2n - 9)(3» - 5) 

U/ ,j; ,/J 8(2„ - i)(2« _ 3) 4(2n-l)(2»-3)(3«-10)^ '•'' '• 

^'•^' '^ -3n-8*^+3(«-3F(3^^^''-'^) '^' 
r/R fM /i._ «(«-3) ( n-4)(2« -9) 

Uf^ f)* ... _ »"(« - 1)(3« - 4) -g ■ (» - D in - 4){2a - 9 )(3n - 4) 

K/ >^; >JJ "4(2w-i)(2»-3)(3»-8) 2(re-3)(2»-l)(2ii-"3)(3n-8)^ 'JlJy 

<« ' ^)' = -2(7Ì^*^-3-(^'-«'^+6(lf^T)*-^' 

nu f\ ^1J_ w*- 4« + 5 .^ 2( 2tt»-9n» + 3« + 19) ,. 

[(U , n , /J - - 2(„ _ 2)(3» - 7) * ^ ~ 3(»-2)(3re-7)(3» - 8) ^* ' "^^ ^ "^ 

. (»-5)(2n.-5)^^^ 



6(2».-9)(3n-8) 



Uf ,/; ,/J -4(„_2)(2»-l)(3n-7) ^(«-2)(2n-l)(3re-7)(3n-8)^ '" ' 

»(«-5)(2«-5) 



4(2n-l)(2n-9)(3n-8) 



mf ^w_ »(5n-ll) 4(8n'-44»» + 69n- 21) 

^^'•^^ ""3(3«-4){3n-5)*^ 3(3n- 4)(3n-5)(3n - 7) ^ ' '> J "- 

, (tt-2)(n-5)/2n-5) 



(2»-9)(3re-4)(3w -7) 



r,^ «. ^.i n(3n-2)(5n-ll) .„ 

ur ,J) ,Ti 6(2n-l)(:in-4)(3n-5) 

_ 2 (3 » -2 ) (8n»-44n* + 69re-21) /?)» ^ . 
3(2 irrr)'(3 n - 4) (3 n - 5) (3 71 - 7) ^* ' -^ ' •' 

(n-2)(n-5)(2«-5)(3n-2) ^ 
2(2»-l)(2»-9)(3«-4)(3»-7) ' ' 
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/H ..w = n(2w*-15n+19) 2n + l 

^ ''' 4(2n-l)"(2»-3)(2n-5) (2» - 1) (2n- 5) ^ ' "'' ' 

(n-2)( »-5)( 2n-5) 
4(2n-l)(2»-7)(2n-9) 

//3 fi.- 5nM2>^- 3) 20n(2«-3)(8n^ -16n + 5) 

^ '•" (3n-l)(3«-2)(3w-4) 3(3»-l)(3u-2J(3n-4)(3»-5)^ '"""' 

(»-2)( 2 n-3)(2n-5 )(7n-9) 
3(2w-9J(3n- 1) (3?» - 2)(3» -5J '' 

. — ^>. 15w'(n-2) .„ 15» ,. „, , 

(^ ' ^)* = 4-(2;r -in2«-3) ^ « + 2-(2^)-M2n-^) ^' ' ^^ ^^^ 

(n - 2) (n - 5) (2n» - 17n + 18) 
"^ 4{2n-l)*(2n-5)(2n-9) " ^ 

Mi permetto richiamare T attenzione sulla decima dello formole ora scritte, 
dalla quale, per mezzo della (19), si deduce Taltra: 

già data dal Malsano (*). 

Si può enunciare il teorema: 

Ogni covariante di quarto grado e di ordine 4 n — 12 è una combinazione 
lineare rft i H 5 (i , f)* f ; r f*. 

Os8. Ommetto per brevità la trattazione a parte dei casi n = 3 , 4 , 5. Noto 
soltanto che: 

a) per n = 3, ogni invariante di quarto grado coincide, a meno di un fat- 
tore con (fi , H)* = R; 

h) per n = 4 , ogni covariante di quarto grado e di ordine 4 , si esprime 
linearmente per mezzo di tH e di (H , /)*-/=y/; 

e) per w - 5 , ogni covariante di quarto grado e di ordine 8 , si esprime 
linearmente per mezzo di iH e di (i , /")*/= — Ì/« 

Considerazioni generali, 

19. Sul modo di estendere il metodo seguito nei paragrafi 12 — 18 peri co- 
varianti di quarto grado e d' ordine più elevato, a covarianti sempre di quarto 



(*) Loc. cit, pag. Il Form. (3). 
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grado ma d' ordine qualunque , valgano le brevi considerazioni seguenti. Ogni 
covariante di quarto grado e di ordine 4w — 2p è una combinazione lineare 
delle forme (in generale non tutte distinte) fornite dalle spinte: 

(a) 

Esso però può esprimersi linearmente per mezzo di un minor numero di co- 
varianti. Ed infatti fra le (a) sussistono le relazioni lineari (non tutte indipendenti 
però) che si deducono sia da quelle, supposte note, esistenti fra i covarianti di 
terzo grado e d'ordine 3 /* — f ' (dove p' < p) , sia dagli sviluppi 






(/,/r , r\ 2x + |i + v = p 

X>0 



/f , (/,/r , A 
/f , f if.f)'\ 

\0 , Ji V / 



IiL>V>0 



da sostituirsi, almeno in parte, con altri analoghi, per i valori di n < p. 

Il metodo ora indicato presenta però gli stes.-i inconvenienti che si sono ac- 
cennati parlando dei covarianti di terzo grado. 

Pavia. 23 Marzo 1902. 
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UN ESEMPIO DI LIMITE 



NOTA 



DI 



ONORATO NiCCOLETTI (a Pisa) 



1. Sia un'equazione algebrica di grado n: 

(1) ac" + a, ac"-« ■\- a^ as'*"* + ... -f- a^., oc 4- a^ = , 

che abbia tutte le radici reali : per un noto teorema di Newton le quantità : 

/ov 1 (&-M)(n- A: 4-1) ,, ^ ^ ^, 

(2) ajk* - ' j,[^^j,) «*-t «AH (ft == 1 , 2 .M n - 1) 

le altre, che differiscono da queste per fattori positivi : 

{20 w^., 71;^^, cffc» - Wfc« Ofc^, a^,, (A: = 1 , 2 . . n - 1) 

(dove : 

^^) "*-U;= TTZk — ) 

sono tutte positive ('). 

2. Siano ora a?, , Xj . . . a:^ n quantità reali e positive , disposte in ordine 
decrescente : 

(4) ^1 > ^1 > fl?s > • • • > aPn > > 

e dette ^i , ^j , q^ ... q^ le loro funzioni sirametriche elementari, posto cioè : 

(5) gjk = I «, 05^ . . . a?^ (fc = 1 , 2 . . . Ti) , 



(*) Cf. ad es. N e 1 1 o— Vorlesungen tlber Algebra. Bd. I, S. 234 e ss. 
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poniamo : 

od anche : 
(6') X,' = — 2 flc, ; a;/ a?.' = — I x. x, ; . . . ; 

X,' a*i' . . . x,k' = — I 05, . . . X» ; . . . a,' acj' ...«„' = a?, Xj .. . a^^. 
^* 

Le n quantità w^' y x^' . . . x^' , manifestamente tutte positive, sono anche 
esse disposte in ordine decrescente : si ha cioè : 

(7) V>^t'>a?s' ••.>«?/, 

ed il segno di uguaglianza può aver luogo solo quando le x, x^ . • . x^ siano 
ancora esse tutte uguali tra loro. 

Riguardiamo infatti le Xt , w^ , . , x^ come radici dell' equazione (1) : sarà, 
allora q^ = (— 1)* a^^ ed ancora : 



Hf, n»^, a%., -^ n Vi «Jk-i «» } > 



in forza del teorema di Newton, ora ricordato. È inoltre: 

(8) X, > a?,' > a?„' > x^ , 

ed il segno di uguaglianza potrà valere ancora solo quando tutte le x, x^ ... a?. 
sian tra loro uguali. Si ha infatti 

^1 - ^i' = ~ } (»i - ^'i) + (x, - a?a) + ... + (X, - x J t > 0; 



ed ancora: 



0?,' X,' . . . x'n«, (iJ/n - x„) = X, Xj . . . x^ - -*? Sa?, . . . x^^i = 

/Ir 



X, X, .. .07^ j / 1 1 1 \ì 

n l "Va*, Xj «n^i 
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Ma dalle (4) segue : 






e perciò anche : 

li che prova la (8). 
3. Poniamo ora: 

tl| 71 

= — Ix/ X,' . , . X;k' ; . . . ;®,"x," . . .a;/ =a?,'Xt' . . . x^\ 
e cosi segnitiamo indefinitamente : cioè poniamo in generale per qualunque p : 
(9) a?/P) = - 2 a?/<^«> ; x,(P)«,<P) = ;^ S x/^Ojc^^P-^) ... ^ «?,<?) ... x^^ 



.tP): 



= ^ ^ x/P-*) ... aj^^P-') ; ... ; x/Wa;,«P) ...irJP> = x,tP-')x.(P-*> ... x^<P-«>. 

Vogliamo allora dimostrare il teorema : 

Q,uando p ni fa aumentare indefinitamente^ le n quantità x^^P^ (i = 1 , 2 ... n) 
tendono ad un unico limite^ che è il valore aritmetico della radice n**^ del prò- 
dotto X, Xj . . .x^. 

Dalle (7) ed (8) si ha infatti : 

(10) 0?, > a?|' > ^i" > X|'" > . . . > x/P> . . . 

(11) ^i.<x^' < xj^ < x;"< . . . < x^tP) . . . 

(12) a?|iP) > ^,<P> > . . . > a?^^P^ 

Per noti teoremi sui limiti ne segue che la successione (10) tende decre- 
scendo ad un limite determinato e finito A, la (11) tende, crescendo, ad un li- 
mite B (ambedue positivi) e si ha inoltre 

(13) A > B. 

Se di più si indica con o un numero positivo e piccolo a piacere^ si potrà 

YOL. ZL. 82 
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determinare nn indice v ta!e che per p>v si abbia insieme: 

(14J A < flc/P^ < A + ; (14^) B - a < a5,/P> < B. 

Poniamo allora : 
(15) A = B + 6 , 

con S > ; dalla uguaglianza : 

ricordando le (12) e le (14^) , (14^) , otteniamo : 



Se quindi è 6 > , preso 



n n 



n — 1 



ne seguirebbe: 

aj.^'P^*) < A , 

contro la (14^). È dunque 3 = e quindi A = B ; cioè 

A = lim OJ/P) = lim x,/P). 

prsrtO paOP 

Ma, per le (12), una qualunque a?/P) è sempre compresa tra le «•/?* , Q[^^^^\ 
qualunque ac/P^ tende dunque, per p infinito, al limite A ; si ha cioè : 

(16) A = lim aj/P) , (i = 1 , 2 . . • n). 

P«30 

Il valore di A si ottiene poi subito osservando che dall'ultima delle (9) 
si trae : 

a^^P) a,^P) . . . a:^<P^ = a, x, . . . «„ , 
donde, passando al limite per p = oo : 



A** = a:, aci . . . «rt ; A = Vx, arj . . . x,„ 

essendo A il valore aritmetico del radicale, e. d. d. 
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4. Poniamo : 

(18) ac, a?, . . . a?,, = 1 + 05 ; (x > 0) 

ralgoritmo che precede dà allora infiniti processi di estrazione approssimata 
della radice n*"" del numero 1 + ac, reale , positivo e maggior di uno. Per esem- 
pio, si soddisfa alla (18), ponendo : 

(18*) tTi = 1 + a? ; a?, - oc, = . . . = a?„ = 1. 

Arrestandosi alla prima approssimazione^ si ottiene : 

2x Sx 

(19) x.'=l^J; .',J-lA ; ,', = ^,...; 

1 +— 1 -h — 

n n 

I — ^ , _ 1 + g . 

®*"^ (F:!)^'^'-- ®^~^ n-i ' 

1 + - - 1 + X 

il n 

** __ 
questi sono dunque n valori approssimati di \/l+x, ed il primo lo ò per ec- 
cesso, Tultimo per difetto. Il grado di approssimazione è quadratico \ si ha in- 
fatti : 

(l + ^Vl f — a')-(l+^) /IVI X 

a?/ - x^ = '— -^ = — -^ — T^—7^— < — • 

,n— 1 n' + n(n — 1)0?» 

1 + X ^ ' 

n 

5. Per n = 2 , Talgoritmo che precede riporta alla costruzione della media 
geometrica di due numeri positivi x^ ed x^ , come media aritmetico-armonica 
degli stessi numeri (*). In questo caso Talgorìtmo stesso può generalizzarsi al 
modo seguente. 

Poniamo^ per semplicità di scrittura, Xi -^ a ^ x^ = b ] sarà : 

(20) a > 6 > ; 

ed indicando con t ed ri due numeri reali e positivi, la cui somma sia uguale 



(*) Cf. C e ae^r 0— Algebra f p. 109. 
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ad 1 , con il maggiore di essi, poniamo : 

a|=ea 4->J& , ai b^ = a > b 
a, = e ai 4- ^ &| , a, òj = a» • 6| 
a^ zs t a^ + >] &i , aj òj = «j • òj 



/ 



(21) 



< 



«n = S «n-l + ^J *n-,l > «#» ^n = «n-l ^n- 



Dalla (20) e dalle prime delle (21) sì ha immediatamente: 

a, — 6, _ £*a — Yi^b 



(22) 
e quindi anche; 



a > a, > 6 ; a > ò, > 6 



' a — 6 ea 4- >I& ' 



1 — 1 ^ _ — . — __ ^ Q 7—7- = < 1. 



a- 6 



ea + ijò 



ea + 156 ea + )]6 



In generale sarà: 

(23) K-&nl<»K.. -^.iN 

e quindi anche : 

(23') |a^-5j<6'^|a-.6|, 

donde, poiché < 1, si conclude : 

(24) lim (a^ - bj = 0. 

Poiché inoltre, per la (22) ed analoghe, a„+j e 5^+^ sono, per qualunque k, 
sempre comprese neirintervallo (a^ b^), sarà ancora : 

|g«+ik " «ni < l«n -K\ 7 l^n+» " K\ < kn " M ; 

da queste disuguaglianze e dalla (24) segue allora, per il criterio fondamentale di 
C a u e h y suH'esistenza del limite, che a^ e b^ tendono per n infinito ad uno stesso 
limite, che per le seconde tra le (21) non é che la media geometrica »Jab delle 
due quantità a , & : si ha cioè : 



(25) 



lim a„ = lim b^ = "Jab. 
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6. Le due successioni 

(26) «I ; «1 , «s ". «n ... ; &| , ^2 , ^8 ••• K ••• 

tendono alloro limite comune y/ab in maniera diversa, secondo il valore del 

E 

rapporto -. 

Essendo sempre a > 6, si supponga dapprima e > >j ; le (22) dimostrano al- 
lora che per qualunque valore dell'indice i, si avrà : 

^i > «t+i > ^+1 > h y 

cioè la successione delle a,- tende al suo limite decrescendo, quella delle h cre- 
scendo : due qualunque termini corrispondenti a^ e b^ delle due successioni sono 

due valori approssimati di *Jdb , il primo per eccesso, l'altro per difetto. 

Sia invece e < ?]. In tal caso dalle (22) si può determinare un indice v > 0, 
tale che la differenza 

s*«ri - >3* ^« 

positiva per n < v, diventi invece e resti negativa per n > v. Che per un conve- 
niente indice v la differenza superiore debba diventar negativa, segue immedia- 
tamente dal fatto che le a„ e ò„ tendono al medesimo limite ed è e* < >3* : tale 
rimarrà allora anche per i valori di n superiori a v. Si osservi infatti che sarà 
Oy > 6y e che per qualunque n > v, sia a^ che b^ sono sempre comprese nel- 
l'intervallo (6^ , a^) : ne segue allora immediatamente : 

s* «n - 'i* ^n < ^* «V "• 'l^ ^v < ^ V^^ n > V. 

L'ultima delle (22) allora dimostra che la differenza «^ ~ ^n » positiva per 
n < V, è invece alternativamente positiva e negativa per n > v. In questo caso 
non le due successioni (26), ma le altre due: 

(27) «1 ... a^ 6^+, a^+t òy+s a^^^ ... , &, ... b^ a^^., ò^+j a^+a 6^+4 . . . 

tendono, la prima sempre decrescendo , la seconda sempre crescendo , al loro 
limite comune \/a6; le due successioni (26) vi tendono invece oscillando e per 
71 > V i loro termini sono alternativamente superiori ed inferiori al limite co- 
mune Voò -, cioè in questo caso non solo a^ e 6„ , ma anche a„ , a„+| ; 6„ , &„+, 
sono due valori approssimati di yjab, l'uno per eccesso, l'altro per difetto. 
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7. Osserviamo in fine le relazioni : 



da queste si trae : 

lim ^!!?±ir^* = lim ?«I^^« = lim ^-±1Z^» = e -r. 

Ne segue che, di tutti gli algoritmi che si hanno dalle (21), dando ad e ed 
ij valori particolari, quello converge colla maggior rapidità al limite \fab per 

il quale si ha s = >]=-— , cioè l'algoritmo della media aritmetico-armonica. 



Pisa 22 Febbraio 1902. 



ERRATA-CORRIGE 



A pag. 141 , 7ic7Z'Avviso m Concorso a Premio del R. Istituto Lombardo, si 
è stampato per inavvertenza : 

La Teoria dei gruppi di sostituzione ecc. ecc.. 

mentre si deve dire : 

La Teoria dei Gruppi di trasformazioni, ecc. ecc.. 



Digitized by 



Google 



)( 255 X 

SULLA VARIETÀ CUBICA DI S* DOTATA D[ DIECI PUNTI DOPPI (') 

NOTA 

DI 

ANGIOLA DRAGONI. 



1 professori Segre e Castelnuovo studiarono la V,' di 84 dotata di dieci punti 
doppi (•) e il Castelnuovo stesso , al decimo paragrafo della seconda nota ci- 
tata a pie pagina , osserva che la detta ipersuperficie è razionale , potendosi 
faro il riferimento con lo spazio ordinario in modo che le oo* sezioni iperpiane 
della V3* abbiano per immagini le oc* quadriche determinate da cinque punti ge- 
nerici deir S,. 

Seguendo esclusivamente quest' ultima via ho ripreso lo studio di questa 
ipersuperficie, aggiungendo qualche nuova proprietà (§§ 2, 3, 6) e precisando 
gli spazi fondamentali delle omografie involutorie dell' S4 che mutano in so stessa 
la varietà. 

1. Consideriamo il sistema di 00* quadriche I determinato da cinque punti 
generici i (i = 1, 2, 3, 4, 5) dello spazio ordinano , e riferiamo prqjettivamente 
le 2i agli S3 di un S4. Alle quartiche di prima specie per i cinque punti i corrispon- 
deranno gli S, deir S4 ; alle terne di punti che determinano reti del sistema I, 
gli S,; agli So,oo«So costituenti una ipersuperficie (?) del terzo ordine, poiché 
sono tre i punti in cui tre quadriche I generiche si secano fuori dei punti ?'. 

La r ha dieci punti doppi X,^ , corrispondenti ai lati ik del pentagono corn- 



ea) Estratto della tesi di laurea. 

(*) Segre — Sulla varietà cubica con dieci punti doppi delV S^, Atti dell' Acca- 
demia delle Scienze di Torino — Serie V, Tomo XXII, 1886-87. 

Sulle varietà cubiche dello spazio a quattro dimensioni e su certi sistemi ecc» eco* 
Memoria della Reale Accademia delle Scienze — Torino, Serie II, Tomo XXXIX, 
1888, (§§ 24-27). 

Castelnuovo — Sulle congruenze del terzo ordine dello spazio a quattro dimen- 
sioni. Atti dell' Istituto Veneto — Serie VI, Tomo VI, 1887 , (§§ 16-24). 

Ricerche di geometria della retta nello spazio a quattro dimensioni. Atti del- 
l' Istituto Veneto — Serie VII, Tomo II, 1891, (§§ 10-11). 
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pleto determinato dai punti fondamentali, e non altri, poiché se ne avesse un undi- 
cesimo essa sarebbe delia seconda classe, il che è assurdo. Chiameremo d^j^f^^ 
la retta congiungente i punti X,-^ , X/^i. 

La V ha quindici piani 65 cinque hanno per immagini gli intorni dei punti 
i, dieci i piani determinati dai dotti Sq. Il piano 6,- , obbiettivo dell' intorno del 
punto i, contiene i punti X di indici i/c, ih^ il, im; S^j^, obbiettivo del piano hlrrij 
quelli di indici ik, hi, Im , mh. (Gli indici i , k , h , l , m sono tutti distinti e 
variano da 1 a 5). 

La corrispondenza fra V intorno del punto i e il piano 6^ è proiettiva» 

Quella fra i piani hlm e o,.^ è quadratica. 

La r non ha altri S^ ; si vede infatti immediatamente che se un S^ sta 
sulla V5', contiene quattro punti doppi e quindi coincide con uno dei con- 
siderati. 

I cinque piani 6 corrispondenti alle facce del tetraedro determinato da quat- 
tro dei punti i e all'intorno del rimanente, sono associati. Si hanno così cinque 
quintuple di piani associati; una sesta è data dai piani 5,-. 

Le quintuple (e quindi i piani 3,- , 5,^) si mutano scambievolmente per tra- 
sformazioni corrispondenti a trasformazioni cremoniane dell' S,. 

2. A una V,'* di S, , passante per i punti i con multiplicità pi^ , corrisponde 

suUa r una y,^^"^'^'. 

A una V,** di S3 , passante per i punti i con multiplicità jx^- , corrisponde 

sulla r uìia V2*'*, spezzata nei piani ò^ contati \i volte e in una Vj '*"' ^•. 

Dedotto di qui che si hanno sulla ? sei sistemi ciascuno di oo^ rette appog- 
giate ai piani di una quintupla, cinque aventi per immagini le stelle di centri i, 
il sesto la doppia infinità di cubiche determinata dai punti fondamentali {^), si 
può fare rapidamente lo studio delle rigate di ordine v appartenenti a uno dei 
primi cinque sistemi (*) (nei quali il sosto si scambia per trasformazioni corri- 
spondenti a trasformazioni cremoniane dell' S3) trovandone T infinità m, i punti 
X in esse contenuti, quali doppiamente e quali no, le sezioni ecc. ecc. 

Avremo , indicando con n V ordine del cono immagine della rigata e con 
|x^ la multiplicità di esso nei punti fondamentali distinti dal vertice , le limi- 
tazioni : 

3n — 2 JJL^ = V , 
^^ n(n + 3) ^^jA,(ix,_+l)^^ 

2 2 - 

Volendo, ad esempio, studiare le rigate di quinV ordine appartenenti al si- 
stema 2*"'^^, al quale fa riscontro in S3 la stella di centro i , troveremmo, oltre 
le cfi^W^ considerate dal Castelnuovo, che hanno per immagini i coni del terz'or- 
dine passanti semplicemente per le quattro rette fondamentali uscenti dal punto 



(*) Castelnuovo — 2» nota citata. 

(*) Castelnuovo — 1* nota citata — Casi speciali, §§ 18-19. 
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i e che contengono, semplicemente, tutti i punti X, tredici altre serie ciascuna 
di OD* rigate. 

Qaattro fanno riscontro alle serie di coni del second' ordine che passano 
per una retta fondamentale uscente dal punto i ; nove a quelle dei coni del 
terz' ordine che contengono tre rette fondamentali uscenti da questo punto, e 
una di esse doppiamente. 

Le V,' di una medesima serie si secano fra loro in tre rette e contengono 
sette determinati punti X; quattro semplicemente e tre doppiamente. Cosi le Vj* 
obbiettivo dei coni di second' ordine per la retta ik, hanno come semplici i pun- 
ti X di indici ki, kh, kl, km; doppi gli altri di indici hi, Im, mh. 

Quelle corrispondenti ai coni del terz' ordine che contengono doppiamente 
la retta ih-, semplicemente le rette ihy il, hanno come semplici i punti X di indi- 
ci ihj hly li, km, come doppi gli altri di indici ik, hm, mi. 

Per le sezioni piane V/' (|jl' = 1 , 2 , 3j di una rigata di ordine v , si avrà, 
chiamando Vi** le corrispondenti curve direttrici del cono immagine \V*; 

li.' = lA + n ~ 9 , 

se le V,i^ passano q volte per 1 punti fondamentali distinti dal vertice del cono. 

3. Agli 00* S^ dell' 8j vengono a corrispondere sulla Tco^Y^* che non incon- 
trano i cinque piani 5, della sesta quintupla e secano in coniche i rimanenti pia- 
ni 6. Esse possono ottenersi come projezioni di una superficie di Veronese fatta da 
un punto délV S5 \Jhe la contiene sopra il considerato S4. 

Altre cinque serie di tali Vj* , relative alle altre quintuple e nelle quali la 
suddetta si muta per trasformazioni corrispondenti a trasformazioni cremoniane 
deirs.„ hanno per immagini le Vj' passanti doppiamente per quattro dei punti 1. 

Le oc* V,* che contengono doppiamente i cinque punti i e semplicemente le 
dieci rette fondamentali , sono immagini delle od* V,* superficie di contatto dei 
coni circoscritti alla V dai punti delV S^. 

Le oc'Vj* Jacohiane delle triple infinità di quadriche Z determinate da un 
punto variabile delV S^ , V,* che, come è noto, passano doppiamente per i sei 
punti base, contengono i quindici lati delT esagono da essi determinato e la cu- 
bica gobba passante per essi , sono immagini delle 00' \V superficie di contatto 
dei coni circoscritti alla T dai suoi 2ninti ('). 

4. Vediamo ora la configurazione studiata dal Castolnuovo (';. 



(*) Dopo quanto prec^e si ritrovano, abbastanza facilmente, tutte le proprietà 
dei sistemi di rette, degli S, tangenti, la costruzione della P, ecc. ecc. 

(») Prima nota citata: §§ 22, 23, 24. 

Per la trattazione analitica si è assunto il sistema di riferimento consigliato 
dal Castelnuovo per il quale è tetraedro di riferimento quello di vertici 1, 2, 3, 4 
e 5 punto unità, si che una I generica è data dal sistema: 

£0^ = {i^k] i,k=ì, 2, 3, 4). 

TOL. ZL. 83 



Digitized by 



Google 



)( 258 )( 

Nel sistema Z si hanno quindici qnadrìche spezzate in dae piani fondamen- 
tali: indicheremo la quadrica costituita dagli 8, ikhf ilm^ i quali hanno comune 
il punto i, con l^t^khM' ^® * "^ *^ ^^^ equazione è: 

se invece uno degli altri quattro indici non isolati, ad esempio /i, è uguale a 5, 
l'equazione diviene: 

Corrispondentemente alla quadrica ^f^kh.im ^^ ^^ inS4unS3;Che chiamere- 
mo R, 4^^^^, il quale contiene evidentemente tre piani 8; 5, , ò;^^^, 6^^ , concorrenti 
in un punto P, che indicheremo con P^ ^1^1^ , e i sei punti X di indici ikj kh, hi, 
ily Im, mi. 

Le quattro rette fondamentali kl, km, hi, km, esterne alla quadrica £|-,k/k,f4i « 
determinano un'altra quadrica del nostro sistema, che diremo ^'i^xhjm* Se t = 5 
la sua equazione è: 

Xj ar^ - a?i x^ = , 

se è invece uguale a 5 uno degli altri indici, ad esempio h, l'equazione diviene 

^ii^i - ^h) - (OTi - CCt) {Xi - xj = 0. 

Sì hanno dunque quindici quadriche ^'i^x/tj^ *^^® n^**-^^ fanno riscontro quin- 
dici Sj, che indicheremo con R',-,ifcfc^/^, contenenti, ciascuno, i quattro punti X 
corrispondenti alle rette fondamentali che determinano la V, 

Gli spazi B,;xh,im ^^^ hanno- un indice comune, si secano, naturalmente, nel 
piano ò avente queir indice. 

Due di tali spazi che non abbiano indici comuni si secano in un piano, che 
chiameremo -, il quale contiene i tre punti X comuni ai due spazi R. 

Jl piano T determinato dagli spazi R/,jiA,/n» , R* ,7 km > contiene i tre punti X 
di indici, iky kh^ li\ potremo quindi chiamarlo i,itMM' come si vede il primo in- 
dice si ha accoppiando i due indici semplici degli spazi R: gli altri sono i doppi 
indici degli stessi spazi nei quali figurano quelli isolati. Il piano '^ik^kkjì &PP^f' 
tiene allo spazio R',„^ì;ì,»/ che contiene i tre punti X del piano. 

Al punto Tixhjm corrisponde in S, V So infinitamente vicino al punto i sulla 
intersezione dei piani ikh, ilm, retta che indicheremo con t^ ^k /m* 

In ciascun piano S i punti diagonali Idei quadrangolo determinato dai punti 
X sono i tre punti P che contengono V indice del piano. 

Il che si vede osservando che il punto P|^itjk./w si trova sulle tre rette d in- 
tersezioni dei piani S,- , o^j^ , 8/^^ , cioè sulle rette d^^^^^ , d^f^^ corrispondenti, ri- 
spettivamente , agli intorni di i sui piani ikh , ilm ; e sulla retta dj^^ ^^ obbiet- 
tivo della retta f,^^^^,^. 
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Sono allineati tre punti P con indici tutti distinti e nei quali non figurano 
isolati, né accoppiati fra loro, due indici k ed 1 (*). 

Obiamercmo S/^i o Sg/^ la retta a seconda che, essendo i < m < h, è k accop- 
piato con m con h nel punto P in cui l' indice i fi«:ura isolato. Per la retta 
hi p(i^sano i tre piani x intersezioni dei tre spazii R che hanno per indici quelli 
dei punti P posti sulla retta Bf^, 

Le rette S/^ , s^ determinano col punto Xj^i due piani e, ciascuno comune ai 
tre spazi R' con indici uguali a quelli dei punti P posti su quella delle due rette s 
esterna al piano (';• 



(*) Consideriamo infatti tre spazi B gli indici dei quali soddisfacciano alle me- 
desime condizioni: 

essi determinano tre piani t: 

'^84,2l«1S ì '^45,18,14 \ '^53,11.18 1 

i quali non istanno in un S3, perchè i punti X che essi contengono non sono in 
uno spazio a tre dimensioni, ma poiché a due a due si secano in un 8| , passeranno 
per una medesima retta, che si appoggerà alle tre rette d di ciascun piano x. Ora le 
nove rette d a tre a tre, una per ciascun piano, concorrono nei punti: 

^S,l«,28 ì ^4,15,18 ì ^5,18,24? 

comuni quiudi ai tre piani T e posti suU' S, loro intersezione. I punti infinitamente 
vicini a tre fondamentali corrispondenti a tre punti P allineati, formeranno coi punti 
i un gruppo base di una rete di quadriche I: si avrà quindi in generale: 

Cinque punti generici in S^: 1, 2, 3, 4, 5, e i tre punti infinitamente vicini a 
tre di essif 1, n), n, nelle direzioni rispettive: 

lin , Ikm ; mil , mkn ; nim , nkl ; 

(ove i e k sono i due punti residui), nelle altre: 

lim , Ikn ; min , mkl ; nil , nkm 

sono otto punti associati. 
(•) Siano i tre spazii: 

■^8,18,21 1 ■'^4,18,18 1 ■'^ 8,14,28» 

che concorrono nel punto X,j. I punti P omonimi stanno sulla retta ^j,; dico che i 
re spazi R' passano per il piano «,2 X,,. Infatti dalle equazione delle (juadriche 2)' 
^mmagini dei tre spazii: 

a^3'«3-iC|)-(X3-a!:4)(x3-Xj)=0 ; x^{x^-x^)''(x^-x^){x^■-x^)-0 ; XiX^-x^x^.O 

8i ricava che le tre quadriche hanno comune una quartica spezzata nella retta 12 
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Come sappiamo si hanno venti rette s e quindi altrettanti piani a, 

5. Consideriamo ora in Sj il pentaedro polare del pentagono fondamentale: 
indichiamo con jx^ il piano polare del punto ij e con M^^ il vertice del pentae- 
dro posto sulla retta ik. Se i e k sono diversi da 5, il punto M ha uguali e di 
segno contrario le coordinate i"*"*** e fc'*'^"*", nulle le altre: se i = 5^ M ha propor- 
zionale a 2 la k"*'^'* coordinata, all'unità le altre. 

Sul piano jjL,.(i < 5) il quadrilatero formato dalle rette polari degli S^ pro- 
jezioni del punto i dagli altri punti fondamentali sui piani del tetraedro da que- 
sti determinato rispetto ai triangoli fondamentali posti su questi piani, ha i punti 
diagonali con la coordinata i*'*"»* proporzionale air unità, le altre a 0,2,2 in tutti 
i modi possibili. Sul piano \f^ le coordinate dei detti punti sono tutte proporzio- 
nali air unità, ma due sono negative. 

Posto questo osserviamo che i tre Sq infinitamente vicini ai punti i , k , h 
sulle congiungenti questi punti con il vertice M/^^ (rette che indicheremo con 
9i,tmf 9xjmi 9hjiid formano con i cinque punti fondamentali un grtippo base di 
una rete di qiuidriche £. Infatti il piano ikh contiene il quarto armonico del 
punto M^^ rispetto ai punii l ed «i, quindi esso è il piano polare del punto M^^ 
rispetto alle quadriche 1 che toccano, ad esempio, nei punti i e A: le rette 
9iM 9 ffkjm } quadriche le quali toccheranno nel punto h la retta gi^jm* 

Corrispondenti a questi tre Sq si avranno sulla r tre punti su di un S, , che 
chiameremo Z/„, : restano così determinate dieci rette 1 , e poiché per trasforma- 
zioni cremoniane dell' 83 le terne di punti corrispondenti alle rette lif. si scam- 
biano con i punti diagonali dei piani pi^, si ha che questi punti formano anche 
essi con i fondamentali un gruppo base di una rete di quadriche 1: si hanno 
quindi cinque altre rette speciali 1,-. 

6. Lo rette gijm) 9hM^ ^*,/»« sono, rispettivamente, sui piani fondamental 
ilm, hlmy klm\ e poiché gli intorni dei punti i, /i, k sui detti piani sono immagini 
delle rette d,/^,,^ ; df^ij,^ ; d^^ij^^ , la retta 1,^ si appoggerà a questi tre S,. • 

Similmente dalla posizione dei punti diagonali considerati sui piani pi^ si de- 
duce che la retta \^ si appoggia alle rette d»/, /,« , c^ft/mft 1 ^umhi) ^^® ^^^ ^*^^* 
tengono V indice i. 

Quindi le rette 1 sono gli S| appoggiati a tre rette d non appartenenti ad 
un 83 , poiché le rette fondamentali che corrispondono ai punti X in queste con- 
tenuti non istanno su una quadrica 1*. 



e in una cubica: le coordinate di uti punto generico di questa cubica possono espri- 
mersi in funzione di un parametro A;: si ha: 

a, : acj : CC3 : x^ = A:* : A- : k{k^ - A; + 1) : A:* - A: -h 1. 

Esaminando le intersezioni di questa cubica coi piani fondamentali 524, 513; 
314, 325, si trova che essa tocca nel punto 5 la retta ^5^3^14 e nel punto 3 la retta 
^«,14,15- quindi i tre spazi R' contengono la rètta «,2sP3,3,4 Pj.u «5- 
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Chiameromo Z i punti di appoggio e daremo loro gli indici delle rette d. 

La posizione di qaesti punti sui piani 6 è subito determinata. Consideriamo, 
acl esempio, il punto Z,^ j^j*. esso corrisponde all'S,, infinitamente vicino al punto 
i sulla retta gj^ì^f^, e poiché le rette ih, g,^f^ , ik , *,-,»;,,/„» determinano sulla retta 
kh un gruppo armonico, così i quattro S^ corrispondenti a quelli infinitamente 
vicini al punto i su quelle direzioni, ossia i punti X,^ , Z,^. ,-;^ , X,,j , P,,ut,/*ii? ^^^' 
mano gruppo armonico. 

Si ha dunque che i sei punti Z di un piano ò 8.) no gli S^ in cui le diago- 
nali del quadrangolo completo determinato nel piaw) 6 dai punti X di esso, in- 
contrano i lati del quadrangolo stesso: essi sono quinii vertici di un quadrila- 
tero il trilatero diagonale del quale ha per vertici i punti P del piano S. Di qui 
si ha una più completa configurazione dei piani della r. 

Considerando le rette d alle quali si appoggia una determinata retta l, si 
vede che questa appartiene ai tre spazi R' che hanno comune Vindice della retta. 
Quindi / piani intersezione di questi spaziiy piani che chiameremo i' dando per 
indici quelli dei due punti X che giaciono in essi, passano per la retta 1. I 
piani -/ sono quarantacinque. Lo spazio R',^kkjm contiene le tre rette Z^ , Z^/, , //^» 
le quali concorrono in un punto, che diremo T^^^^;^. 

7. Si chiamerà i:,^^/,^/^ il piano intersezione degli spazi H,^\A,/m > ^'i.khM' ®®®^ 
contiene quattro rette s che formano un quadrilatero avente per vertici i punti 
P di indici: ijkl^hm \ i,kmjhl\ k,ih,lrn'^ h^ikjlm; l,kh,im'^ mjch,il\ e per vertici del tri- 
latero diagonale, i lati del quale sono le sezioni del piano u,^ikA^/„, coi piani 6 dello 
spazio Rj-^j^ik /„! , i punti Z di indici ik^ih ; i7,?wi ; kh,lm^ ossia i punti d' incontro 
del piano con le rette l dello spazio ^'ijtkM' 

È noto che a cinque a cinque i piani t: esistono in sei spazi e si verifiche- 
rebbe con facilità che precisamente stanno in un Sj cinque piani ic in cui figu- 
rano tutti gli indici dei piani S. 

Le sei quadriche 1^ (j = 1 j 2 , ... 6) immagini di questi spazi, circoscritte al 
pentagono fondamentale e inscritte nel pentaedro polare, nel nostro sistema di 
riferimento hanno, rispettivamente, le equazioni: 

<P, = + «1 05, - X| a?5 — a?| a?4 + x^ x, - a?, a?* + x^ x^ = 0, 

9, = + 0?, ajj -f .Ti a?3 - a?, aj4 — x^ x^ -t- x^ Xi — x^ x^ = 0, 
9, =r 4- a?, Xj — X| (Tj + X| X4 — Xj X3 — a?, 0/4 + x^ x^ = 0, 
^4 = — Xj Xj — X| x^ 4- X| X4 -f Xj X3 + Xj X4 — x^ a?4 = 0, 
95 = — X, X2 + Xj X3 — a?, X4 — Xi Xj + Xj X4 ■\- Xj X4 = 0, 
9f = — X| x, 4- X, X3 + X| X4 H- Xj Xj - X2 X4 — Xj X4 = 0. 

Assumendo noi pure i sei spazi corrrispondenti come spazi fondamentali, 
avremo per la nostra trasformazione, indicando con yj le coordinate di S4, le 
formule: 

yj=9j 0=1, 2,...6;2;y,.-0); 
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che, risolte rispetto alle x, danno le altre: 

^1 = Ktfi + Vt) (j/s - 2/5^ - (vb •+ Vt) (j/i + ì/s)! ìiVi + 2/3) (!/i + i/t^ - (y» ^ i/6> (Vi + 2/5)1, 
act = !^2/t + y,) «2/1 + 2/») - (2/5 + 2/fl) ^2/4 + 2/5)! t^y* -^ 2/5) (2/2-yi) + (yi ^■ y») (Vt + yOh 
a-s -= Kys + Vi) (yi - Vk) + fy* + ya) (^i + y»)! 1(^4 + y») «yi- y«) + (y» + yi) iVi -^ y^)!» 
0*4 - l^yi + ya) fys - ys) - (ys + Vt^ (Vi + y»)! Ky4 + Vs^ iVi - ye) + (yi + y«) (yi + yt)!- 

8. È pure noto che i quattro piani o determinati da quattro rette s uscenti 
da un medesimo punto P, giacendo a due a due in un 83, ma non appartenendo 
a un medesimo S^ (*), passano per una retta p omonima al punto. Si vede ana- 
liiicnmcnte che le rette p incontrano ulteriormente la T in punti immaginari 
coniugati* 

Si sa ancora che a cinque a cinque le rette p concorrono in sei punti D, 
poli degli spazi Rj rispetto alla quadrica di equazione ly/ = 0: si vedrebbe che 
concorrono nel punto Bj , polo dello spazio Rj , le cinque rette p omonime dei cin- 
que piani n contenuti in questo spazio. 

Rispetto alla suddetta quadrica sono pure figure polari reciproche, olire gli 
spazi R' e i punti P, gli spazi R e i punti T, i piani t: e le rette / ecc. ecc. 

Il punto T^i^kh.tm P^^^ dello spazio R'i^xhM ^^® appartiene ad un fascio con 
i due spazi R, , R^ , ha quattro coordinate nulle ed uguali e di segno contrario 
la 5*'*'"" e ?/•''**. 

Il punto Tif^f^^„ , polo dello spazio R omonimo , ha proporzionali a — 2 le 
coordinate «*''•'"• e t;***"'^ all'unità le altre. 

9. Delle 6! trasformazioni che mutano la r in sé, determiniamo le invo- 
lutorie. 

Consideriamo una delle quindici reti di quadriche 1 determinate dalle terne 
di punti corrispondenti alle rette l; ad esempio alla retta l^^. 

Una quadrica generica della rete deve toccare nei punti 3, 4, 5 le congiun- 
genti questi punti col vertice M,j^(l, — 1,0,0) del pentaedro polare al pentagono 
fondamentale; quindi la sua equazione è data dal sistema: 

( «i8(^i^s + 3Pa^s) + «i4(®i35* + X^x^) + «,4X5X4 = , 

( «|8 + a«4 + «84 = 0, 

il quale non muta per la trasformazione involutoria dell' S, data dalle formale: 

»3/ I = Xf , X( = X| j Xj^ Xj , (Z? 4 = X4« 

Ne viene che a questa trasformazione che lascia fissa la rete di quadriche 



(*) Cosi ì piani «35X35; s^s^is ^ ^is^iS) «21^12 ) ^^^^^^^"^^^ ^^^^^ ^^^^^ ' ^^®°U 
dal punto F^ ,5 13 , non appartengono allo spazio R\ ,5 23 determinato dai quattro 
punti X; e invero la quadrica I^ ,5^3 immagine, non tocca nel punto 6 la retta 
<5 12,14) che è fuori del piano tangente 235, data la genericità dei punti 2; per cui 
lo spazio R'4js,}8 non contiene il punto ^5,11,34 posto sulla retta s^^ 
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e il piani» 345^ corrisponderà in S4 una omografia, di sostegni S,, , /,♦ , che chia- 
meremo I,,; la quale muta la P in sé. 

E poiché le rette l^^ , If e i piani ò^/^ , o^ si scambiano fra loro per le stesse 
trasformazioni corrispondenti a trasformazioni cremoniane dell' S,, troviamo im- 
mediatamente le quindici omografìe involutorie il gruppo delle quali comprende 
tutte le omografie che mutano la T in sé (*). 

Dieci; le I,]| ^ {l^^ , 6,^), corrispondono alle trasformazioni cremoniane del- 
l' S3 che scambiano fra loro le coordinate i e ky lasciando fisse le altre^ se t e ile 
sono diversi da 5; e alle 

se i = 5. 

Cinque, le l^^ilf , o^^y corrispondono, la I^, alla trasformazione tetracdrale: 

x'f, - X^XiX^ , x'i = X^Xi,X^ , 
la Ij , ad esempio, se ì = 5 , all' altra: 

x\ --= - (Xx - coi) (apfc - xJXf^ , 

X'i --= - (COx - Xj {X^ - Xfc) Xi , 

Le quindici omografie non lasciano fisso alcuno spazio R/. 

Vediamo ora i prodotti delle tre omografie I,. , I^^ , I/„, , le quali hanno i 
sostegni negli spazi R/^fc^^^rti 9 ^'ìmm- ^^ ottengono quattro nuove trasformazioni 
involutorie, che mutano in sé stessa la nostra ipersuperficie: Chiamando I^^ il 
prodotto delle omografie I|. ^ I, , abbiamo, per le quattro involuzioni, ì simboli: 

Le prime tre lasciano fissi i due spazi Ry che sono in un fascio con gli 
spazzi Ri^itkjm i ^'iykh,im ^ Scambiano fra loro gli altri quattro in tutti i modi 
possibili, 

It* involuzione I,- j^/^ ha come spazi fondamentali il piano 

il quale passa per la retta Ij^ ; e la retta 

analogamente per la I,-^^,,,. Ossia una di tali omografie ha per sostegni il piano 
i' che ha per indici quelli che si ottengono accoppiando Tindicc semplice delTomo- 
grafia con i due che in essa non figurano, e la retta in cui il piano '.^^^f^ j^ seca 
il piano e contrassegnato dai due indici che non compaiono neir involuzione. 



('; Segre — prima nota citata. 



Digitized by 



Google 



)( 264 )( 
La trasformazione l^h^m ^^ come piano assiale il piano: 

che contiene la retta l^, e per asse la retta: 

ossia i sostegni sono il piano t' che ha gli stessi indici dell' omografia e l'inter- 
sezione del piano i:,- ^^^^^^ col piano 6 che ha per indice quello che non compare 
neir omografia. 

Consideriamo infatti, ad esempio, V omografia I5 j^: se un punto dell' S^ deve 
restar fisso per questa omografia, esso deve corrispondere a un medesimo punto 
tanto nell'omografia I5 come nella I^^, e quindi deve essere uno degli S^ che 
separano armonicamente le due coppie in cui un S, appoggiato contemporanea- 
mente ai piani e alle rette assiali delle due omografie, seca questi piani e que- 
ste rette. 

Ora gli S| che si appoggiano ai piani S5 , g,^ e alle rette Z5, Z,, , sono quelli 
che projettano dal punto T, |, 34 , in cui concorrono le rette l^ , Z,^ , la retta 
^53,S4 9 intersezione dei piani $5 , 6,^ , ossia le rette che escono dal punto T^ ,2 S4 
e giacciono sul piano intersezione dei due spazi R', ^5,4, R'jjj,^; e la retta 
^it,n ^15,25 7 poiché la retta l^ e il piano o^^ si secano nel punto Z^^^^^ e la retta 
Z|2 col piano £5 nel punto Z1525; ossia l'intersezione dei due piani Ò34, 1151234. 

Si vede subito che tali 8^ sono uniti punto per punto. 

Quanto all' involuzione li^xh.im ^ ^^^ omologia armonica che ha per centro 
il punto l^i^ithjm ® V^^ ispazio d' omologia lo spazio R'i,Aik,/m • ^**^ scambia fra 
loro i due spazi Rj che sono in un fascio con gli spazi Ri^khjmf ^'i,k/i»i«i> ^ ^"' 
scia fissi tutti gli altri. 

Sia ad esempio 1' omologia 15,11,14: essa può considerarsi come il prodotto 
delle due omografie biasslali I5 ,, , I34 , le quali hanno i piani assiali , 'c'53,54 e 
S34 , non incidenti (*) , e i due assi, posti quello dell' una sul piano assiale del- 
l'altra, sghembi fra loro. 

Il punto dì concorso dei due piani assiali, Ps^u^si, e 1*83 determinato dai 
due assi, R'5 11,34, saranno quindi gli spazi fondamentali dell'omologia I5 n^sp 

Notiamo che il prodotto delle tre omografie I,- , lf^f^ , I^ è l'omografia 1^^^. In- 
fatti moltiplicando per I;,;^ si avrebbe (I^ Ij^^)* = 1%^^ , che è un'identità, poiché le 
due omografie I,^y^ , I^^^ sono involutorie. 

Di qui si verifica che le sette involuzioni su considerate formano con inden- 
tila un sottogruppo^ che indicheremo con G,., , se R^. , R, sono i due spazi fìs- 
che stanno in un fascio con gli spazi R^.^/, /,» , ^\^ujm* 

I quindici sottogruppi G esauriscono tutte le involuzioni dell' 84 che mutano 
in sé stessa la P. 

Pisa, Marzo 1902. 



{*) £ invero se fossero in un 83 , la quadrica I corrispondente dovrebbe conte- 
nere, oltre le rette 12, 25, 51, 34, 45, 53, i punti corrispondenti ai punti Z,, ,4 , 
Zj, 24 , poiché la retta Z34 giace nel piano ^'33 54 , il che é assurdo. 
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SULLE YARlETl DEL QUARTO ORDLXE CON PIANO DOPPIO 

DELLO SPAZIO A QUATTRO DIMENSIONI 
NOTA 

• DEL 

Dott. GIUSEPPE MARLETTA. 



Scopo del presente lavoro è lo stadio delle varietà del qaarto ordine con 
piano doppio dello spazio a quattro dimensioni. 

Si comincia a considerare la più generale di esse, e si dimostra primiera- 
mente essere una qaartica il luogo dei punti cuspidali del suo piano doppio ; 
piano, per cui passano dieci iperpiani secanti ulteriormente la varietà in altret- 
tanti coni quadrici. Poscia si passa allo studio di certe rigate e curve notevoli 
fra le quali ultime son degne di nota quella costituita dai poli del piano doppio 
rispetto alla semplice infinità di quadriche della varietà giacenti negU iperpiani 
per esso ; e quella dei centri di queste medesime quadriche. Indi si prova l'esi- 
stenza di curve razionali, immerse in S4, le quali, giacendo sopra una varietà 
d'ordine « con un piano (n - 2yplo sono incontrate in un sol punto variabile 
dagriperpiani per il piano singolare. 

Da tanto segue la razionalità di una varietà cosiffatta, ed in particolare 
di quella del quarto ordine con un piano doppio. 

Ad una rappresentazione spaziale della varietà d' ordine n con un piano 
(n - 2)-plOf precede un teorema notevole sul numero delle rette di questa va- 
rietà, che incontrano il piano multiplo, e si appoggiano a due date curve della 
varietà stessa. 

Studiata la rappresentazione spaziale, si passa alla ricerca del massimo nu- 
mero (finito) di punti doppi staccati, che la varietà quartica in esame può avere 
(fuori dal suo piano doppio). Questi punti doppi sono dieci, e per ciascuno di 
essi passano otto rette della varietà non incidenti il piano multiplo. 

In seguito si fa lo studio di queste otto rette , e della varietà neir ipotesi 
che questa abbia cinque punti doppi, due dei quali non siano mai nello stesso 
iperpiano col piano doppio ; e si dimostra, come una sifi'atta varietà sia gene- 
rabile mercè due fasci proiettivi di coni quadrici contenenti il piano doppio. 

VCL. XL. 84 
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Poscia si studiano due superficie iraportantissirae della varietà che sono : 
la rigata delle rette non incidenti il piano doppio, e il luogo delle coniche in- 
cidenti questo piano in un sol punto dato. 

Viste le degenerazioni di queste superficie, allorché la varietà prosenta dei 
punti doppi staccati, sì osserva che il contorno apparente della varietà sopra 
uno spazio ordinario, allorché dessa ha 2r — 4 (r = 2, 3, 4, 6, 6, 7) punti doppi 
staccati distribuiti a coppie in r — 2 iperpiani per il piano siu<ifolare preso da 
un punto arbitrarlo di questo, è una superficie del sesto ordine con retta qua- 
drupla, dotata di 2r punti doppi distribuiti in r coppie su piani per la retta 
singolare, e viceversa. Ne seguono pertanto sei teoremi, assai notevoli, circa il 
luogo delie tangenti triple di una superficie del sesto ordine ecc., come testé 
si è detto. 

Delia varietà si considera anche un altro contorno apparente, che è una 
superficie del quarto ordine con S + r (r = 0, 1, 2, 3 , ... , 8) punti doppi stac- 
cati, e per r = 8 è la nota superficie del Kummer di quarto ordine e quarta 
classe ; e da un'elegajite proprietà di questa, se ne deduce un' altra per la va- 
rietà in esame. 

Poscia si studiano i casi più notevoli in cui la varietà oltre di avere un 
piano doppio, ha o una linea doppia^ o un altro piano doppio. 

Termina il presente lavoro l'esposizione dei principali caratteri di una certa 
trasformazione doppia fra due spazi ordinari^ ottenuta mercé la considerazione 
della studiata varietà. 

Si noti che molte proprietà della varietà del quarto ordine con un piano 
doppio, sono estese anche al caso generale di una varietà d' ordine n con un 
piano (a - 2) pio, 

I. 

Generalità. 

1. Sia r una varietà irreduttibile del quarto ordine dello spazio a quattro 
dimensioni, la quale abbia il piano ic come doppio. 

Supponiamo di essere nel caso più generale: onde si esclude, ad es. (ove 
non sia detto il contrario) che F abbia un punto triplo nel piano ic -, in un punto 
generico del quale s'intenderà che i due iperpiani tangenti alla varietà varino 
insieme col punio stesso ; che essi inoltre non coincidano generalmente fra loro, 
e che r, infine, non abbia punti doppi, fuori del suo piano singolare; ecc. 

2. Gl'iperpiani passanti per i: secano ulteriormente la variet^i T lungo qua- 
driche, le cui tracce in questo piano costituiscono un certo sistema di coniche, 
semplicemente infinito e d'indice dwe; giacché in ogni punto del piano doppio 
esistono due iperpiani tangenti alla varietà F. 

3. Sìa r una retta qualunque di tc : un iperpiano H passante per essa , se- 
gherà F in una superficie 9 del quarto t)rdine , che la contiene come doppia. 
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Se A è un punto arbitrario di r, Tiperpiano H segherà 1 due ipcrpiani tangenti 
in A alia varietà V, nei due piani tangenti in questo stesso punto alla super- 
ficie 9. Ma sulla retta r vi sono C) quattro punti cuspidali (in ciascuno dei quali 
i due piani tangenti alla 9 coincidono), quindi concludiamo che : 

« Il luogo dei punti cuspidali del piano doppio della varietà V è una curva 
i del quarto ordine ». 

Un iperpiano X passante per z, seca ulteriormente la varietà lungo una qua- 
(Irica, la cui traccia in questo piano è una conica tangente la curva i in quattro 
punti. In ciascuno di questi avviene che i due Ipcrpiani tangenti a T coincìdono 
fra loro e con I. 

Se C è un piano qualunque che incontri z in un sol punto M , e questo e 
nella curva i, esso secherà r in una curva del quarto ordine dotata in M di 
una cuspide. 

3. hi8. In generale per una varietà d'ordine n con un piano (n - 2)plo , la 
curva % è d' ordine 4rt - 12. 

4. L'equazione della varietà r dove il piano doppio ir, sia tolto a piano 
fondamentale X4 ?= , 0^3 = 0, può mettersi sotto la forma : 

«4+0?, «,+0*2 V3+X;, tt's ' ac,* M,+X2* Vt ^ ^3* ^'«^ 2C, r, ^ ' x^:v^ p^\ x^x^ 32 = ^ » 

dove le u^ , w, , v, , . . . sono forme in x^ e a-^ di grado eguale al loro indice. 
La coppia d'iperpiaui tangenti a r in un punto ad arbitrio {X{ x^^ xj 0) 
dì TI , ha per equazione : 

(1) w, a'V + V, a?V + ^t »V t h 0(>\x\ f P2 ^\^\ ^ ^% ^\^\ = 0- 

Se le forme Wj » Vj , w^ ì hi Vi) 9.% hanno un fattore comune, uno dei due ipcr- 
piani non varia al variare del punto su t:. Se le sopradétte sei forme non dif- 
feriscono che per fattori numerici, si hanno due iperpiani tangenti fissij che non 
variano, cioè, al variare del punto di contatto su te. Se di più il fattore che, a 
prescindere dai coefficienti numerici entra nelle sei quantità sarà un quadrato 
perfetto, i due iperpiani fissi coincidiu-anno. Se la (1) può ridursi ad un qua- 
drato perfetto d'una forma bilineare nelle x ,x' eguagliato a zero, il piano dop- 
pio 1: sarà cuspidale : cioè i due iperpiani tangenti in uno stesso punto coinci- 
deranno, ma variando, generalmente^ al variare di questo. 

5. È chiaro che la nostra varietà possiede , per ogni suo punto semplice , 
due rette uscenti da questo e incidenti il piano doppio. Per un punto arbitrario 



(') N o e ih e r. « Ueber Fl&chen welche Schaaren rationaler Curven besitzen »: 
MatheiQ. Ann. £d. III. 
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di questo, passano poi quattro rette di V, divise in due coppie, ciascuna in uno 
dei due iperpiani tangenti a r in quel punto. 

È evidente, inoltre, che se la varietà presenta un punto doppio fuori dal 
piano singolare, questo viene incontrato da tutte le generatrici di un cono qua- 
drico, avente il vertice in detto punto doppio, e situato sulla varietà stessa. 

6. Se TC è il piano di equazioni x* = , aJ^-O, Tequazione di V può anche 
mettersi sotto la forma : 

(1) acj* 16 -f a?4 a;» t; rf op^'^ u- = , 

dove 

u ,v fW sono forme quadratiche di x, , a*, , (C^ , oo^ , CCy 
Scrivendo la (1) come segue: 

vediamo che r può concepirsi generata dai due fasci proiettivi: 

(2) 0?^ - Ixs = 0, e (3) (mìT^ + j a?4 j + X (wcc^ + y a^s) = » 

il primo di iperpiani per i:, ed il secondo di varietà cubiche contenenti (sem- 
plicemente) questo stesso piano. 

Chiamiamo I gì' iperpiani del fascio (2) , e 1 le varietà cubiche del fascio 
(3). Un iperpiano £ è tangente (fuori da ti) a quattro varietà ^ , giacché esso 
seca il fascio (3) ulteriormente in un fascio di quadriche tra le quali sono quat- 
tro conù 

A queste quattro ^ corrispondono quattro iperpiani I', che assumeremo 
come corrispondenti di £ in una corrispondenza di C h a s 1 e s nel fascio (2). 

Viceversa ad un iperpiano I' corrisponde una varietà cubica ^, alla quale 
sono tangenti ( fuori di it ) sei iperpiani L , giacché (•) tra le 00* quadriche di 
questa 1 ve ne sono sei specializzate in coni» Ne segue che 
« tra la semplice infinità di quadriche ottenute secando V con iperpiani pas- 
santi per IT, vi sono dieci coni quadrici ». 

Allo stesso risultato si perviene eguagliando a zero il discriminante della 
forma quaternaria X'w, + Iv^ -1 w, , dove w, , V| ,«?i sono rìspettivamonto le tijV,w 
della (1) dopo avervi posto x^ — )^x^, equazione questa, che rappresenta un iper- 
piano passante per il piano doppio 1:. 



(^) S e g r e. <3c Sulle varietà cubiche dello spazio a quattro dimensioni e sa 
certi sistemi di rette e. . . » B. Acc. di Scienze di Toriao. Serie II, Tomo XXXIX. 
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7. Possiamo venire alla medesima conclusione anche per altra via. La qua- 
drica ulteriore intersezione deiriperpiano x^-lx^ con P, seca ir lungo una co- 
nica, le cui tre equazioni sono : 

(1) X*W, + AV, + tt?| = , «^4 = , JTj = 0. 

Per queste due ultime la (l), contenendo le sole oc, , oCj , aTj , diverrà l'equazione 
di detta conica nel piano ::. Siccome allora i coefficienti u^ , v^ , to^ sono di 
grado zero in X, il discriminante della (1), in questo modo trasformata, sarà un 
determinante del terzo ordine, di cui ciascun elemento sarà del secondo grado 
in questo parametro ; e quindi, eguagliandolo a zero, avremo un'equazione del 
sesto grado , che ci darà sei valori di À , per ciascuno dei quali la sopradetta 
conica acquista un punto doppio , (cioè si spezza in due rette). Per questi va- 
lori di X, il piano i: è tangente alla quadrica ulteriore intersezione di l' coH'iper- 
piano 0^5 = Icr^. Ne segue che 

« { poli del piano doppio rispetto alla semplice infinità di qnadriche ulteHoH 
€ intersezioni di T con gViperpiani che passano per esso, costituiscono una curva 
« razionale g del settimo ordine ». 

Questa curva g è tangente alla varietà in ciascuno dei sei punti d'interse- 
zione con u : infatti, se M è uno di questi punti, la tangente in esso alla g de- 
termina con ir un iperpiano I che seca ulteriormente r in una quadrica 5 , ri- 
spetto alla quale il polo di i: è il punto di g infinitamente vicino ad M; cioè 6 
contiene M, e quindi la sopradetta tangente a ^ è anche tangente a T, dal mo- 
mento che passa per un punto della conica Su e giace in -, 

In allora, siccome i punti di i: son tutti dojypi per T , la curva g incontra 
questa varietà in 2- 6+6=18 punti che spettano al piano ir, ed in altri 4 •7—18-10 
punti che sono precisamente i vertici dei dieci coni quadrici, di cui si è detto 
sopra. 

7. bis. Nel caso generale di una varietà d'ordine n con un piano ic (?i— 2)p?o 
la curva g è d'ordine 3n — 5, essendo allora in t: 3(u — 2) le coniche spezzate 
in due rette, e ottenute con iperpiaui per osso. I coni quadrici poi della varietà 
in iperpiani sifiFatti sono 4w - 6. 

8- Sia dato un iperpiano generico S. Ogni altro iperpiano I condotto por t:, 
seca S in un piano, che chiamerò w ; e r in una quadrica o, rispetto alla quale 
il polo di c«i sia un punto 0. 

Al variare di 2!, questo punto descrive una curva f di cui vogliamo trovare 
l'ordine. Se giace in i:, vuol dire che questo e l'altro piano w, sono reciproci 
rispetto alla quadrica 6; quindi il polo di t: rispetto a quest'ultima giacerà in 
w, e per conseguenza in S. Ma i poli di it rispetto alle quadriche di r, in nu- 
mero semplicemente infinito, ottenute con iperpiani passanti per esso , costitui- 
scono una curva razionale del settimo ordine (no 7J ; quindi sono sette i poli 
di -R giacenti in S, e per conseguenza sono anche sette i poli di altrettanti piani 
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di S (uscenti dalla retta fissa Sn) che giacciono in r. Ne segue che 
« la curva f ìvogo del punto è deW ottavo ordine ». 

È poi evidente che essa è razionale, e che passa pei vertici dei dieci coni 
quadrici di cui si parla nel n® 6. 

In particolare se H è l'iperpiano all'infinito di S4, abbiamo che 

« la curva luogo dei centri delle quadricke ulteriori intersezioni di T con 
iperpiani passanti per ir, è razionale e dell* ottavo ordine^. 

La curva f incontra r in 2«7 punti in n, nei vertici dei 10 coni quadrici di 
quosla viirietà medesima, e in altri 4«8- 2-7 — 10 = 8 punti. Ne segue che in E 
abbiflUìo otto piani (passanti per la retta E ir) tangenti alle quadrìche corrispon- 
denti. Se ora, come sopra, poniamo che S sia T iperpiano all' infinito di S^ , de- 
duciamo che 

« nella semplice infinità di quadrìche , ulteriori intersezioni di V con iper- 
piani passanti per t:, vi sono otto paraboloidi ». 

8 bis. Nel caso generale di una varietà d'ordine n con un piano (n — 2) jp7o, 
la curva f è d^ ordine 3n - 4. 

9. Consideriamo una retta qualunque r di ic, per cui passi un iperpiano 1. 
La retta polare di r rispetto alla quadrica 5 di r in I sia r'. Il luogo di r' al 
variare di 2 è una superficie rigata, evidentemente razionale che chiameremo 9. 
Vogliamo ora trovare l'ordine dì questa rigata. A tal fine vediamo in primo luogo 
quale sia l'ordine della curva direttrice che 5 ha in ::; cioè vediamo in quanti 
punti una retta arbitraria di questo piano, che possiamo supporre sia la stessa r, 
incontra la detta curva. Se un punto M di r è in 9, vuol dire che due rette r 
ed r' hanno un punto comune, che è precisamente M-, e quindi non solo dedu- 
ciamo che M è nella quadrica 5 ulteriore intersezione di r coli' iperpiano r'it, 
ma di più che il piano tangente a 3 in M è il piauo rr'^ e quindi che r è tan- 
gente in questo punto alla conica 07t. Viceversa, se r è tangente a questa co- 
nica in M, vuol dire che r' passa per M; dunque r ed r' hanno in comune questo 
punto, nel quale, per conseguenza r interseca la curva 1:9. 

Per un punto ad arbitrio N di r passano duo delle coniche, tracce in n delle 
quadriche di r in iperpiani passanti per ir (n.o 2); e queste due coniche se- 
cano r, oltre che in N , in due altri punti N' , che assumeremo per corrispon- 
denti di N in una corrispondenza di Chasles. Evidentemente gì' indici di questa 
corrispondenza sono entrambi eguali a due, onde sulla retta r si avranno quat- 
tro punti, nei quali essa è tangente rispettivamente a quattro coniche di quella 
semplice infiniià d* indice duo. Possiamo adunque concludere, che la curva 1:9 
è del quarto ordine. Ne segue immediatamente che la superficie 9 è del quinto 
ordine, 

E evidente poi che la curva g (n.» 7) è una direttrice di questa rigata. 

9 bis. Nel caso generale di una varietà d' ordine ?i con un piano (n - 2) pio, 
la 9 è d' ordine 2 u - 3. 



Digitized by 



Google 



)( 271 )( 

10. Sia dato ora un plano w avente con i: un solo punto in comune. Si 
ponga / = (i>£: essendo £ un iperpiano generico; che passa per i:, e seca la va- 
rietà r in una quadrica^ rispetto alla quale sia V la retta polare di t. Al va- 
riare di £ la retta V descrìve una rigata ^ che, analogamente a 9, è razionale. 
Ccrcliiarao V ordine dì questa superficie ^j/. A tal fine consideriamo prima la 
curva t: (j;: se M è uno dei punti comuni a questa curva e ad una retta arbitra- 
ria r di ir, sarù M^r«'; per la qual cosa indicando con r' la polare di r rispetto 
alla quadrica di T neir iperpiano tA^ le due rette i ed r' s'incontreranno; e que- 
sto punto d' incontro sarà uno dei cinque punti comuni alla rigata <p (n.o 9) re- 
lativa alla retta r ed al piano to. Viceversa ogni punto comune alle 9 ed w, cor- 
risponderà sempre ad un punto come M. 

Adunque la curva ic^ è una quintica^ e di conseguenza la rigata ^ è del se- 
sto ordine, 

È evidente dipoi, che i vertici dei dieci coni quadrici di r in iperpiani per 
IT; giacciono in (|/. 

Oltre di questi dieci punti , le due rigate 9 e (p non possono avere alcun 
punto in comune fuori dal piano 1:, se la r non passa per il punto io ir. Gli al- 
tri venti punti comuni sono i punti d' intersezione delle loro tracce in ir. 

Se la retta r passa per il punto wt:, ciascuna delle coppie di rette come r', <', 
sarà costituita da due rette aventi un punto in comune, il luogo del quale è una 
certa curva razionale h. Il punto /«' è il polo del piano r^ Se il punto r' i' 
giace in k, il polo di questo piano giacerà in rt; e viceversa. Quindi i punti 
come r'i' giacenti in i: sono tanti, quanti sono i piani che passan per r, se- 
cando IO lungo una retta, e incontrando la curva g (n.o 7 : cioè sono sette; e per 
conseguenza abbiamo che il luogo del punto r'i', al variare di I, è una curva /i 
razionale deìV ottavo ordine. 

10 bis. Nel caso generale di una varietà d'ordine n con un piano (n — 2)plOj 
la ;]; è d'ordine 2(7i — 1), e la curva h è d'ordine 3m-4. 

11. La varietà T del quarto ordine con un piano doppio ti, è razionale ('). 
Infatti sia Q un iperpiano qualunque, che non contenga -. Esso taglia V in 

una superficie del quarto ordine avente la retta ùz come doppia. Ora è noto 
che in una superficie d' ordine n dello spazio ordinario , con una retta r come 
{n - 2) play esistono delle curve direttrici k d'ordine n - 2, che hanno ri — 3 punti 
a comune con r; e segano quindi in un sol punto ciascuna conica ulteriore in- 
tersezione della superficie stessa con un piano passante per r (*J. Ma ciascun 
iperpiano passante per u è secato da Q in un piano uscente dalla retta Q k: dun- 
que la varietà possiede curve k che incontrano in un sol punto variabile (fuori 
da it) le quadriche giacenti negl' iperpiani condotti per il suo piano doppio. 



('; Enriques — «Sui sistemi lineari di superficie algebriche le cui interse- 
zioni variabili sono curve iperell ittiche». — Rend. della R. Acc. dei Lincei, 1893. 
(*) N e t h e r — 1. e. 
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Nel nostro caso le curve k sono coniche aventi con questo piano un solo punto 
in comune. 

Sia P ora un punto qualunque di V: T iperpìano Pi: la seca ulteriormente 
in una quadrìca 6, clic incontra in un sol punto X una delle curve k scelta 
a piacere. La retta XP secherà poi un iperpiano qualunque Q' , che non con- 
tenga z, in un punto P', che assumeremo a corrispondente di P. Viceversa, dato 
in Q' un punto P', T iperpiano P'tt seca r ulteriormente in una quadrica 6, sulla 
quale giace un unico e determinato punto X di quella curva k: la retta XP' se- 
cherà ulteriormente 3 in un punto P, il cui corrispondente in fl' è P'. Si noti 
che in questo modo ad un punto Q di ic corrispondono sempre due punti di Q ' 
posti nei due iperpianl tangenti a P in Q. 

Concludiamo adunque che la varietà r può mettersi in corrispondenza biu- 
nivoca coi punti deir iperpiano Q'; cioè che essa è razionale. 

In questa dimostrazione noi ci siamo serviti delle curve A;, come curve che 
incontrano in un punto solo le quadriche 6; e \e k sono immerse nello spazio 
ordinario. Ora noi dimostreremo V esistenza su V di curve m, che incontrano cia- 
scuna quadrica 6 in un punto solo , e che appartengono allo spazio da quattro 
dimensioni, 

12. Consideriamo direttamente il caso generale di una varietà T d' ordine n 
avente un piano t: come {7i — 2)plo, 

Siano 0, , 0, , 03 tre varietà degli ordini a?, y , 2, e aventi ir rispettivamente 
come (oc- Ì)pl0f (y - l)j^/o, e {z — l)plo. In generale queste tre varietà si se- 
cheranno ulteriormente in una curva m d'ordine a5-|-2/+2— 2. Infatti un iperpiano Q 
che non passi per tt, seca le tre varietà in tre superficie degli ordini JC, y, Z; 
che hanno rispettivamente la retta Q n come (ac — i)pla , {y — \)pla , (« — IJ pla\ 
e, come si sa, queste tre superficie hanno fuori di essa retta x + y + 2? — 2 punti 
a comune, che sono i soli punti di m in fì. La curva «i, poi, hainit x + y + 2 — 3 
punti; perchè un iperpiano 1 passante per i: seca la m , fuori di questo piano, 
neir unico punto comune ai tre piani in cui £ seca ulteriormente lo varietà 
0i,02)0s' Quindi la curva m è razionale. Le varietà 0i, 0^,08 sono rispettiva- 
mente in numero 4x, 4y, 4^ volte infinito. 

Se la varietà 0, deve passare per una curva razionale m d'ordine oc +y f «J-2, 
avente x + y + « — 3 punti in ir, equivale per essa, ad 

tì;(a5 + y + 2-2)-(a? — i)(ac + i/ + 2-3) + l = 2a? + y + 25~2 

condizioni semplici e indipendenti. Affinchè esistano effettivamente varietà 0^ 
passanti per la curva m, dovrà quindi essere 2a5 + y + 2~2<4x, ossia (1) 
y + z < 2 ac f 2. Analogamente , se vogliamo che esistano varietà ©j e 0, conte- 
nenti la curva m, si deve supporre: (2) z + 05 < 2y ì- 2 , e (3; ac -i- y < 2^ -f 2. Cìq 
posto, le varietà 0, passanti per una data curva m, sono in numero 4a?— (2x-hy +z-2) 
volte infinito. Numeri analoghi si hanno per le ©2 e per le 0, passanti per una 
data m. Adunque tutte le curve m, che si possono ottenere per intersezione di 
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tre varietà come le ^i , ^t , ^i> saranno: 

(2a? + y + « - 2) -r (X* + 21/ 4 z - 2) 4- (J7 + y + 22 - 2) = 4x + 4 1/ + 42? - G 

volte infinite. 

Sia data ora una varietà r d'ordine n con it come piano {n — 2)plo: se la 
curva razionale m deve appartenere a T, bisognerà che soddisfi ad: 

n(a(J + 2/ + 2-2)~(n-2)(a? + y + 2-3)+l = 7H-2a;f2j/^-2 2-5 

condizioni semplici e distinte. Affinchè qaindi esistano effettivamente curve m 
giivcenti su P, dovrà essere: 

71 + 2^7 + 2y + 2z - 5 <4x + 41/ +42 - 6 , 
ossia: 

(4) n<2x + 2i/ + 22- 1. 

Adunque se osserviamo che alle relazioni (1) , (2) , (3) , (4) si può sempre 
soddisfare ; e che , eccettuato il caso che i punti delia curva m giacenti in r. 
siano tutti allineati , essa non giace nello spazio ordinario , possiamo conclu- 
dere che: 

« Sopra una varietà V d' ordine n con un piano i: come (n — 2) pio, esistono 
infinite curve razionali che incontrano in un sol punto variàbile ogni iperpiano 
passante per it ». 

Applicando queste considerazioni al caiso di n=:4 cioè della varietà del 
quarto ordine ccn un piano doppio, abbiamo i seguenti teoremi: 

1.0 Sulla varietà T del quarto ordine óon un piano doppio , esiste una ri- 
gatay le cui generatrici incontrano questo piano*. 

2.0 « La varietà T non del quarto ordine con un piano doppio, possiede una 
tripla infinità di coniche aventi un sol punto comune con questo piano ». 

Del resto non poteva essere altrimenti, giacché i piani tritangenii della va- 
rietà sono in numero tre volte infinito. 

3.0 Sulla varietà del quarto ordine con un piano doppiò vi è un numero 
cinque volte infinito di cubiche gobbe aventi due punti comuni con questo piano », 

Ciò risulta anche dal fatto , che ogni superficie del quarto ordine con retta 
doppia, contiene una semplice infinità di cubiche gobbe aventi questa retta 
per corda. 

13. Ritornando al caso generale, siano e e d due curve di r rispettivamente 
degli ordini r ed 8 , aventi t punti in comune ; la e abbia a punti in z, e ìa d 
ne abbia 6. 

Ad un punto N di e facciamo corrispondere gli s -b punti di d nei quali 
r iperpiano Nt: seca la d stessa fuori da i:. Analogamente, ad un punto N' di d 

VOL. XL. 85 
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corrisponderanno r — a punti della curva e. Il luogo della congiungente due 
punti corrispondenti, è una superficie ^ d'ordine: 

r (« - 6) -h » (r - a) - e = 2 r « — (a» f òr) - «. 

Un ipcrpiauo L passante per ir seca la ^j fuori da questo, in un luogo com- 
posto di {r a) {8 — b) rette; e quindi la traccia in questo piano della rigata 4 
è una curva d'ordine: 

2ra — (a$ + br) — t^ (r — a) {s-b) =zr8 -t - ab. 

La varietà P, poi, e la superficie ^, si secano lungo una curva d'ordine: 

n[2r« - (a« + 6r; — *]. 

Questa si compone della ^r: contata (n — 2) volte , delle e e d contate ri- 
spettivamente (8 - b) ed (r — a) volte, e di un luogo rimanente d'ordine: 

w[2r«-(a»-f-i>r)-<] — (n- 2)(r«- «- a6) - r (» - ò) — 

- 8(r - aìrr^nrs — in-- 1) (as + br) {■ {n — 2) ab - 2L 

È poi da notare^ che il luogo è costituito da rette, giacché per un suo 
punto arbitrario passa una retta (generatrice di ({/) , che incontra P in n + 1 
punti. 

Adunque possiamo enunciare il seguente teorema: 

« Data una varietà P d'ordine n con un piano t: multiplo secondo n - 2, a due 
date curve in e88a, d'ordine r ed s, aventi rispettivamente a, e h punti in r, 6 t 
punti in comune , si appoggiano nrs — (n-l)(as + br)f(n — 2)ab-2t rette 
della varietà incidenti tc». 

In particolare questo numero per n = 4, » = 1, b -0, diventa: 4r-3a — 2f, 
e, se inoltre a = r — 1 , diviene: r -2^ + 3. 

Per n = 4, r = «=sl, a = ò = 0, < = 0, si ha che: 

« due date rette della varietà quartica P , non incidenti it , sono incontrata 
da quattro rette della varietà medesima^ incidenti questo piano »; 

il che si verifica immediatamente, considerando ad es. l' iperboloide delle rette 
incidenti n e le due date. 

{Continua) 
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RELAZIONE FRA 1 MINORI W ORDINE P 
D'UNA MATRICE QUADRATA DI CARATTERISTICA P 



Sia 



NOTA 



DEL TENENTE 



LUCIANO ORLANDO 



«Il «I» 



«Il «M 



*1n 



^In 



«in «m • • • «* 



una matrice quadrata, di n* elementi, di caratteristica je?. Le n forme lineari 



«n ^1 + «•» 35t + 
a„ a?, f a,2 a?, -h 



+ «In ^n 
+ «in »n 



(1) 



«fif ^f + ««j Xj + . . . + a^n aj„ 



possono tutte nel nostro caso ottenersi linearmente da sole p forme lineari in<\ 
dipendenti 

6,, a?, 4- t„a7, + . . . + ^n^^n 



^i »f + ^pl »!+... + 6p^ ^^ 
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La prima delle (l) può ritenersi ottenuta moltiplicando la prima delle (2) 
per un parametro k^^ , la seconda delle (2) per un altro parametro fc^ , . • • la 
p"^^ per ^•y,, e sommando ; la seconda delle (1) può ritenerbi ottenuta con altri 
parametri A:,j , fc^j , ... , fcp, ; V n^^ delle (1) con altri parametri A:,^ , fc,^ , ... , fcp^. 
Ma ciò che diciamo equivale a dire che è possibile porre : 

«0- = ^M ^\3 + ^ti &a; + . . . + ^pi bpj ; 

e perciò il determinante A , formato colla matrice delle a , risulta dalla compo- 
sizione per colonne delle due matrici simili 



k„ 


fc„ . 


• 


■ *.« 


*« 


k^i . 


• 


• ^m 


*p. 


fcpì. 


. 


.*p. 



bu 


bit • ■ 


.6.„ 


bu 


btt. 


. &«„ 


\i 


ftp, . 


..ftp» 



Se con Ki'* indichiamo il determinante ottenuto con le p colonne di posti 
t*, , t j , . . . , ip della matrice delle k , e con B;'* determinante ottenuto con le p 
colonne di posti j^ jjty * *}jp della matrice delle b, vediamo che il prodotto 
K,'' B/ costituisce il minore i'*^ , d'ordine p , formato colle righe t, , t'i i • • • , tp 
e colle colonne j\ , Ji , . . . jp della matrice di tutte le a. È dunque 



è anche 

e se ne deduce 



A^, A^. = AP,. A^,. 



(3) 



Possiamo quindi enunciare il seguente teorema. 

Se la matrice d'un determinante A, d'ordine n, ha la caratteristica p , e 
ai compone ordinatamente coi minori d'ordine p di A il determinante D , d'or- 
dine {^)i i minori di aecond' ordine di questo determinante D sono nulli. 

Come caso particolare risulta che i minoH di s^cond' ordine del reciproco 
d^un determinante nvìlo sono nulli, proprietà nota. 

Risulta ancora che se la matrice d'un determinante simmetrico ha la carat- 
teristica p, non tutti i minori principali d'ordine p possono essere nulli. Infatti 
la (3) si muta, per due minori principali di un determinante simmetrico, in 



A^, A^, = (AP,,)S 



(4) 



e se fossero nulli i minori principali , sarebbe nullo anche il minore principale 
(generico) A'*,^ d'ordine py e la caratteristica sarebbe inferiore a p. 
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Dalla (4) vediamo inoltre che, ammesso che si tratti d'elementi reali, i mi- 
nori principali d'ordine p, non nulli, della matrice di caratteristica p d'un de- 
terminante simmetrico hanno lo stesso segno» E da questo può ricavarsi in modo 
semplice una notevole proprietà riguardante le radici multiple dell' equazione 
secolare, cioè deirequazione : 



«Il + a? rt« ... a 



*ni 



tn 



= 0, 



dove fra le a , tutte reali, sussistono le relazioni a^ = aji. Se V equazione secolare 
di grado n , ha una radice multipla d'ordine n— p, sostituita che sia ad x questa 
radice, la caratteristica della matrice che ne risulta è p. Sono infatti nulle le 
derivate dei primo membro fino air(n-p+ 1)"**; ma la derivata ji*'" è, ameno 
del fattore jjl! la somma dei minori principali d'ordine p.; dunque nel nostro caso 
sono nulle le somme dei minori principali dello stesso ordine, fino a quelli d'or- 
dine n— /> + l compresi. Ma, essendo nullo il determinante per il detto valore 
di X, i minori principali d'ordine n — l devono avere tutti lo slesso segno: per- 
chè la loro somma sia nulla devono essere dunque tutti nulli; e, per conseguenza, 
anche ognuno dei minori non principali dello stesso ordine è nullo. Continuando 
lo stesso ragionamento, si dimostra che sono nulli tutti i minori fino all' ordine 
n — p + 1 compreso, il che equivale a dimostrare che la caratteristica della ma- 
trice in esame, nella quale ad x si sostituisca la radice multipla d'ordine rì,-p, 
8i riduce a p. Non può ancora ridursi, perchè sarebbe, in tal caso, nulla anche 
la derivata (n—/?)"**, e la multiplicità della radice sarebbe maggiore di quella 
stabilita nell'ipotesi. 
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SOPRA 
U^' ERRORE IN UNA MEMORIA FONDAMENTALE DI SOPHUS LIE 

NOTA 

DI 

S. K A N T O R 



(l'i ^ ovvero 



Nella sua Memoria: « Ùber Coraplexe » (Math. Ann. Voi. V®) il Li e in- 
troduce accanto alla correlazione generale Pliickerlana definita da una sola 
« acquati© directri » ^-(x, , . . . , a?^ ; y, , . . ., y^) ed alla trasformazione pun- 
tuale la prima volta una nuova trasformazione nello R, (una serie di nuove 
nello R^), che è definita mediante T intersezione di due equazioni direttrici. 

Como quel caso speciale, di cui egli si propone d'occuparsi , nomina a pa- 
gina 248 il caso di due < reciprocità lineari » , le quali poi si trovano scritte 
così : 

. X(a,aj+6,y+C|2+d,) f Y {a^x^b^y^c^z-ì-d^) + Z (a,aJH-6st/+C3«4tfs) + 

a?(a,X-|-a,Y+a,Z-fa4) + yCft.X+òjY-f 6,2+64) + «(^iX -f c,Y + CjZic*)^ 

•f d^X+djY+djZ+d^ = • . . a pag. 164 , 

tentando costruirsi un caso, in cui i due complessi di curve, che compariscono 
per tali due equazioni in generale non sono complessi 00', ma soltanto oc* (cosi 
dette congruenze), problema del resto, il quale egli riattacca verso la fine della 
sua vita 1897. 

A pag, 165 1. e. egli scrive: 

< Ciascuna delle equazioni (1) determina una corrispondenza omografica 
fra i punti ed i piani dei due spazi ed ambidue i complessi possono adunque 
definirsi come Tinsieme delle rette intersezioni di piani coordinati o delle rette 
congiungenti di punti coordinati. Il complesso quadratico così generato è se- 
condo le ricerche del R e y e identico al sistema di rette, che il B i n e t ricer- 
cava il primo come Tinsieme degli assi stazionarli di rotazione d'un corpo ri- 
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gido e che dappoi fu trattato da parecchi matematici , tra i primi i signori 
Chasles e Reye». 

Dopo ciò L i e passa in rivista dei casi speciali più notevoli e tra essi par- 
ticolarmente quello , che per la sua applicazione diventa poi il punto saliente 
di questa Memoria. Ed a questo passo egli scrive : 

< Der cine Complex kann in den InbcgrlflF cUler Geraden, die einen festen 
Kegelschnitt schneiden, Qbergehen^ alsdann ist der 2. Complex ein allgemein 
linearer. Dieso Degeneration werde ich im Folgenden ». 

Già da queste parole eluce senza dubbio la sua opinione, che il complesso 
formato da tutte le rette^ che segano la conica assoluta airinfinito, sia un caso 
di degenerazione di un complesso tetraedrale. 

Ma questo diventa ancora più chiaro dalle formolo a pag. 168. Cioè Lio 
prende Tequazione bilineare seguente ^ che si ottiene davvero particolarizzando 
la (1) in modo facile 

•- «Z = a? - (X + i Y) 

(2) 

(X - tY) z = y - Z. 

£d ora egli crede di dimostrare colle manipolazioni a pag. 168 , che nello 
spazio R (colle lettere maiuscole) il complesso delle rette , che corrispondono 
per le equazioni (1) ai punti dello spazio r (colle lettere minuscole) sia quel 
complesso nel quale si raccolgono le rette seganti la conica air infinito, e poiché 
questo complesso come intersezione di due reciprocità bilineari è sicuramente 
mi complesso tetraedrale, sarebbe effettivamente secondo T opinione di Lie 
questo complesso aderente alla conica X* + Y* -f Z* = una degenerazione del 
complesso tetraedrale. 

Ma la dimostrazione a pag. 168 è tallita ed ecco come. Egli sostituisce al 
sistema delle equazioni (2) il sistema seguente : 



(3) 



±(.-i-)z = x-4 (..»-, 



l(..|)z = Y-lu-f, 



2 



credendo che i sistemi (2) e (3) siano affatto equivalenti, dacché seguirebbe an- 
che la perfetta equivalenza dei due complessi di curve definite dall'una con quei 
dall'altra coppia. 

Ma badiamo più accuratamente alle equazioni (2) ; vedremo che designando 
qaelie espressioni che ne seguono direttamente (per trasferimonto alla parte si- 
nistra) eguali a zero, con (a) e (6), le equazioni (3) sono da scrivere 



(«)-<^ = o 
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ovvero se si vuole 

(a) z±(b) = 

(4) 

(a) 2 - (6) - 0. 

Ciò mostra mediante una breve interpretazione, che le rette (od'; generate 
da (4) o (3) non sono affatto le stesse clie le rette (e»') generate dalle (2). 

Infatti le due (4) non sono più bilineari e esse perciò non possono più de- 
finire affatto i medesimi complessi definiti dalle (2); bensì esse definiscono rette 
che le (2) non definiscono. 

Dunque dopo il riinpiazzamento fatto a pag. 168 il Li e non ha più da fare 
di due reciprocità bilineari, ma di due cqnazioni lineo-quadratiche per definire 
una trasformazione. 

La trasformazione cosi dedotta può evidentemente essere dotata neir uno 
spazio d'un complesso con direttrice conica, senza che lo sia la (2). 

Ma il L ) e , inconsciamente , fece un salto dalle equazioni (l) , che presie- 
dono a tutto il suo lavoro, a qualche cosa di più generale ed appunto per questo 
egli commette Terrore d'attribuire alle equazioni (2), suo vero oggetto, uua in- 
terpretazione, che ad esse non compete. 

Quanto fondamentale pur sia il concetto delle nuove trasformazioni (le di- 
verse « classi X di trasformazioni di contatto) che egli tratta nel libro » sui tra- 
sformationsgruppen > (voi. Il") , 1' errore così commesso resta senza influenza 
sulla ricerca che segue sopra le mutue relazioni tra le linee asintotiche e le lince 
di curvatura. 

Benché questo sia prova forse d'un connesso poco stretto tra le diverse idee 
della sua Memoria, ciò non diminuisce il mio rispetto per tali idee. 

Ma allora è necessario che il lettore della citata Memoria sappia : 

Questa trasformazione {tra le rette e ìe sfere) trattata dal Li e e portata 
da lui a tale importanza, non può mai essere ottenuta nel suo senso per due 
reciprocità bilineari tra gli spazi puntuali r' e R , bensì soltanto per due reci- 
procità , di cui ciascuna è lineo-quadratica. 

Questo e in altre parole l'impossibilità, che un complesso di rette (r-i-iyedrale 
in Ry (veggasi la mia Memoria in Or. J. Voi. 118) mai « degeneri » in un com- 
plesso, le cui rette seghino tutte una stessa M%_j (*). 



{*) Quanto poi alla quistione, se sia possibile, di generalizzare direttamente la 
trasformazione di L i e alla R^ , ne ho mostrato per la prima volta l' impossibilità, 
e quindi la natura tutto particolare della trasformazione di L i e, nella mia Memo- 
ria del Voi. 118 del Giornale di Creile. 



Digitized by 



Google 



)( 281 ){ 

ALCUNE PROPRIETÀ RELATIVE 
A SISTEMI EQUIVALENTI DI VETTORI 

NOTA 

DI 

EUGENIO CORREALE. 



Il chiarissimo prof. A p p e 1 1 nel suo libro assai pregevole « Traile de Me- 
canique Rationnelle tome premier ; Gauthier- VillarSj Paria > accenna ad alcune 
questioni relative a sistemi equivalenti di vettori. Di esse, coordinandole, trat- 
terò in questa nota che ho suddivisa in sei paragrafi. Nel primo mi occupo di 
un particolare sistema di vettori equivalente a zero e nel secondo del complesso 
relativo ai momenti risultanti di un sistema rispetto a tutti i punti dello spazio. 
Nel terzo considero una speciale espressione dell'invariante di un sistema e nel 
quarto una proprietà della proiezione su di un piano qualunque del parallelo- 
gramma costruito sui vettori della coppia risultante di più coppie componenti. 
Finalmente nel quinto e nel sesto determino rispettivamente il luogo delle rette 
])ortanti la torsione risultante di due particolari torsioni e Tequazione differen- 
ziale di tutte le curve gobbe di cui le tangenti sono rette di momento nullo. 



Supponiamo che il momento risultante di un sistema di vettori qualunque 
sia nullo rispetto a tre punti 0, , 0, , Oj non posti in linea retta ed esaminiamo 
un tale sistema. 

Si sa che esso si può trasformare in un sistema equivalente di tre vettori 
Ri ;B2,R9, applicati rispettivamente nei punti anzidetti: la risultante generale 
R è la somma geometrica delle risultanti R^ , Rj ^ Rg, ed il momento risultante 
II è la somma geometrica det momenti M| , Ma i Ma ; cioè R ed K sono ca- 
ratterizzati dalle relazioni 

R^(RJ-h(R,) + R,), 
M = (M,)-f (M[,) + (Mb). 

VOL. XL. S6 
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Riferiamoci a tre assi ortogonali 0(x , y y z) y e siano 

(a?i ; 2/i , «i) , (ia?! , yt , Zt) , (ac, , y, , «,) 

rispettivamente le coordinate dei tre punti 0, , Oj , 0, non in linea retta. 
Le coordinate dei sistema dato sono : 

X = X. + X, -f X3 , Y = Y, -h Y, + Y, , Z = Z, + Z, + Z, , 

L = L, + L, + La , M = M, + M, + M, , N = N, + N, + N,. 

Supponiamo, come dall' ipotesi , che il momento risultante del sistema sia 
nullo rispetto ai tre punti. 

Prendiamo il momento del sistema rispetto al punto 0| : esso darà luogo 
alle relazioni : 

Lo - (yi Z - ». Y) = 
Mo-(«4 X -a?.Z) =0 
No -(a?,Y-2/, X) = 0, 

ove [io ; Mg , N0 sono le componenti del momento del sistema rispetto all' origine 
delie coordinate. 

Similmente^ prendendo il momento del sistema rispetto al punto 0^ , si avrà: 

Lo-(j/,Z-.;r,Y) = 

Mo-(2:,X-.aJtZ) = 

No-(a5,Y-y,X) = 0, 

e rispetto al punto 0, si avrà: 

Lo-(2/,Z-«3Y) = 

Mo - («3 X - », Z) = 

No-(a?.Y-y,X) = a 

Il sistema dato si è trasformato nel sistema equivalente ridotto ai tre vet- 
tori applicati, come si è detto, nei tre punti 0, , 0^ . O3 ; onde il momento del 
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sistema, cosi ridotto, rispetto al panto 0, avrà per proiezioni (giacché R, è ap- 
plicata in 0,): 

Lo» - (.Vi Zt - «1 Y,) + Lo, - (y, Z, - «, Y.) = 

Mo, - (e, Xj - X, Z,) + Mo, - {e, X, - X, Z,) = 

No, - (a?, Y, - y, X,) + N., - (x, Y, - y, X,) = , 

ove Los , M,t , Not , Lgj , Mo, , Nq, sono le componenti rispettive dei momenti dei 
vettori R, , B, rispetto ali' origine delle coordinate. Si ha cioè dalle procedenti 
relazioni: 

Loi + Lo, - [y, (Z, + Z,) - s, (Y, + Y,)] = 

Mo, + Mo, - [3, (X, + X,) -a?, (Z, + Z,) ] = 

No, + N„ - [x, (Y, + Y,) -- 2/, (X, + X,) ] = 0; 

le quali relazioni, confrontate colle corrispondenti relative al sistema dato ed equi- 
valente ad esso, caratterizzano le condizioni 

X, = 0, ¥, = 0, Z, = 0. 

Similmente rispetto al punto 0, le componenti del sistema ridotto sono: 

L„ + Lo, - (y, (Z, + Z,) - z, (Y, + Y,i] = 

Mo, + Mo, - ( z, (X, -I- X,) - X, (Z, + Z,)] = 

N«, + No, - [X, ( Y, + Y.) - y, (X, + X,)] = , 

ove Loi , M,{ , Noi vanno intese nel medesimo senso delle precedenti quantità 
analoghe. Queste relazioni mostrano col confronto delle corrispondenti relative 
al sistema dato che si debbono avere le altre relazioni 

X, = 0, Y, = 0, Z, = 0. 

Finalmente, rispetto al punto 0, si ha: 

Lo, + Lo, - [y, (Z, + Z,) - a, (Y, + Y,)] = 

Mo, -f- Mo, - [ z, (X, + X,) - X, ( Z, -I- Z,)l = 

No. + No, - [X, (Y, + Y.) - y, (X, + X,)] = ; 
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e però 

X3 = 0, ^3 = 0, Z3 = 0. 

La risultante generale R, dunque, del sistema dato è necessariamente eguale 
a zero: il sistema proposto ha quindi lo stesso momento rispetto a qualunque 
punto dello spazio, e però per Tipotcsi fatte esso ha il momento risultante eguale 
a zero in ogni punto dello spazio, cioè è un sistema equivalente a zero. 

E, in generale, un sistema di vettori qualunque, che abbia il momento risul- 
tante nullo rispetto a tre punti, non posti in linea retta, è un sistema equiva- 
lente a zero. 

Questa stessa proprietà possiamo dimostrarla, più semplicemente, nel modo 
seguente: se X, Y, Z, L, M, N sono gli elementi del sistema rispetto ad un punto 
qualunque 0, il momento rispetto ad un punto 0| (x, , yi , ^i) riferito a tre assi 
per avrà per componenti 

L + y,Z-aj,Y, M + «|X-a;,Z, M-f a?^ Y - y, X. 

E rispetto a due altri. punti O, (a?,, j/j , z^) ed O^ix^ , y, , z^) si avrà 

L + yj Z - ^j Y , M + «t X - cr, Z , N + a?, Y - y, X , 

L + ys Z - 2J, Y , M + «j X - Xs Z , N -f 078 Y - y, X. 

Se i momenti rispetto a questi tre punti sono nulli, sono nulle le nove quan- 
tità scritte, e quindi 

(yi-y2)z-(^i-^2)Y-o (y, -2/3)2 -(2i-^3)Y = o 

(z. - 2,) X - (y, - y,)Z =0 {z, - e3)X-(y, -y,) Z = 0; 



donde 



Y Z X 

4- = , 



e se i tre punti non sono in linea retta, non è 
e però deve essere 



aCf-aJs Vi-J/s «i-^s' 



X = , Y-0 , Z=:0, 

e le nove prime quantità eguagliate a zero danno 

L = , M = , N=0, 
e però il sistema è nullo. 
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I vettori P| , Pj , . . . , P^ di un sistema (S,) equivalente a zero sono legati 
ai monenti di un altro sistema (S) di vettori rispetto agli assi P, , Pj , . . . , P^ da 
una relazione semplicissima. 

La somma dei momenti di tutti vettori del sistema (S) rispetto all' asse P, 
è data da 

-- (Xj-x,)L+(//2 •l/,)M^(Zi-z,)Nf(2/,^g-2?,y2)Xf(z,XJ--x,z,)Y-r(.r,|/,-J/,x,)^ 

ove (-Bj— a?,), (2/2 — 1/,), («1 - 2|) sono le proiezioni dei vettore P, su tre assi or- 
togonali, (y^ 2j - », y,) , (z^ oCj — x^ z^) , (a;, j/j — y, x^) le proiezioni dei momenti 
del vettore P, su gli assi, X, Y, Z le proiezicni della risultante generalo dei 
vettori formanti il sistema (S) ed L, M, N le proiezioni rispetto agli assi del mo- 
mento risultante di (S). Così rispetto ad un altro vettore P, la somma dei mo- 
menti di (S) è data da 

mg (a74-ya)L-^(y4~1/3ÌM4 (z4-23^N \-{y.,z^ ■-z,y,)Xi -{z^x^-X;Z^)Y -r {x^y, - ysa?4)Z ^ 

similmente si avranno le formole analoghe per le somme dei momenti di tutti i 
vettori di (S) rispetto agli assi P, , . . . , P„. 
Avremo qtiindi la relazione 

P,M, + P,M, + . . . + P„M„ = [(x, - »,) + to» - a,) + . . . + (a?,. - »„_,)] L + 

+ [(j/« -y.) + (!/♦- y») +••• +(!/«-ya-i)lM f [(«,-»,) + (Z4 -2, f ... + z„-2„_,)]N + 
+ Kvt^t - 2.y») + (yj2t - «.^4) + • • • + (y«-i«« - «,-i!/„)] x f 

+ [(«•»» - «i2i) + (...) + ... + (««..a^^ - a;„_,z„)] Y + 
+ KasiV» - yiSTt) + . . . + (a5„_,y„ - Pn-^ocJ] Z. 
Intanto perchè il sistema (S|) è equivalente a zero, si ha: 
(x,-a;,) + («4-3?,) 4- ... + (x„-x^,)=0, (y, -y,) + ('A- y») + • • • + 

+ (y» - yn-i) = 0, (z, - 2,) + {^^ - z,) + . . . -f- (z„ - 2,_, = 
(y.z» - «iVt) + (yj24 - 2,y4) +.••• + (y„-iz„ - z„_,i/J = 0, (2,a?, - a;,2,) + . . . + 

+ («ii-i!B« - i^n-iO = 0, (x,t/, - y, CB,) + . . . + (a„_,y„- y,_,a?„) = 0. 
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Avremo dnnque la relaziono 

che lega i vettori P, , P, , . . . , P,^ del sistema (S,) coi momenti dell' altro siste- 
ma (S) di vettori rispetto agli assi P, , Pj , . . . , P^. 

§n. 

I tre vettori R, , Rj , R, , passanti pei punti 0, , Oj , 0, ed equivalenti ad un 
sislo.iiia di vettori dati possono ridursi a due (*) P| ed F', dei quali l'uno passa 
pel punto 0, e Taltro por un punto 0' preso ad arbitrio sulla retta d'intersezione 
del piano condotto per 0, e per Rj col piano condotto per 0, e per Rj. Anzi, ap- 
plicando agli estremi della retta 0,0' due vettori arbitrarli f ^ —fi eguali e di- 
rettamente opposti, si ha un' infinità di modi di ridurre il sistema a due S, ed S', 
di cui S, passa pel punto 0, mentre S' è posto in un piano determinato, cioè nel 
piano del punto 0, e del vettore F'. 

II vettore S, applicato nel punto arbitrario 0, possiamo decomporlo secondo 
tre direzioni, due delle quali siano nel piano anzidetto e la terza sia perpendi- 
colare al piano stesso. 

Il vettore S' e i due posti nello stesso piano danno una risultante 1' nel 
piano; onde il sistema di vettori dati si riduce al vettore V e al vettore I, per- 
perdicolare al piano. Si ha cosi un' infinità dì modi di formare dei sistemi di due 
vettori rettangolari equivalenti ad un sistema di vettori dati, dei quali uno passa 
per un punto arbitrario. Prendiamo il momento del sistema dato rispetto al punto 
arbitrario 0,: basta perciò prendere il momento del sistema dei due vettori 2, %V 
rispetto allo stesso punto, e, poiché 2), passa per 0| , il momento del sistema sarà 
dato dal momento del vettore V rispetto ad 0, , che potremo rappresentare geo- 
metricamente mediante un vettore che passa per 0, perpendicolarmente al piano 
determinato precedentemente, e però avente la stessa direzione del vettore 1,. 
Il punto 0, è punto preso ad arbitrio, onde potremo operare analogamente ri- 
spetto ad un altro punto qualunque dello spazio, e troveremo sempre che il mo- 
mento del sistema dato rispetto a questo punto ha la stessa direzione di quello 
dei due vettori rettangolari, equivalenti al sistema dato, che passa per lo stesso 
punto. 

Questi due vettori rettangolari formano dunque con le loro rette lo stesso 
complesso a cui danno luogo i momenti risultanti del sistema dato , relativi a 
tutti i punti dello spazio, e che è un complesso del secondo ordine. 

E qui osserviamo che se una retta s' appoggia insieme alle direzioni di F, 
ed F', il momento del sistema (F, , F') rispetto a tale asse è eguale a zero, cioè 
essa è una retta di momento nullo. Consideriamo, in fatti, l'asse centrale di un 



C) V. Appell. op. cit. p. 20-22. 



Digitized by 



Google 



)( 287 )( 

dato sistema di vettori, è chiaro che in un punto qualunque dell'asse la risul- 
tante e il momento risultante sono diretti secondo V asse. Immaginando che il 
sistema sia ridotto a due vettori, la perpendicolare comune ad essi è appunto una 
retta di momento nullo , di guisa che il momento del sistema rispetto a questa 
perpendicolare è eguale a zero. Questo momento si ottiene proiettando su tale per- 
pendicolare, presa come asse^ il momento del sistema dato rispetto ad un punto 
qualunque dell'asse^ il quale momento ha la direzione dell'asse centrale del si- 
stema, onde^ dovendo essere nulla sififatta proiezione^ è chiaro che potremo con- 
chiudere che se duo vettori sono equivalenti ad un sistema dato, la loro perpen- 
dicolare comune incontra normalmente Tasse del sistema. 



§ III. 



I tre punti 0| , 0^ , 0, della riduzione precedente possiamo considerarli come 
tre dei vertici di un tetraedro ed il quarto sia un punto qualunque S. Ciascuno 
dei tre vettori applicati nei detti punti e formanti il sistema, equivalente al dato, 
può decomporsi in tre vettori diretti secondo gli spigoli opposti del tetraedro, 
che concorrono al suo punto d'applicazione, onde, in ultimo, il sistema dei vet- 
tori dati si riduce ad un sistema equivalente a sei vettori diretti secondo gli 
spigoli del tetraedro. 

Quando i vettori dati fossero tutti in un piano , il sistema si può trasformare 
in un altro di tre vettori diretti secondo i lati di un triangolo arbitrariamente scelto 
nel piano. Se indichiamo, infatti, con 0, , O^ , O3 i vertici del triangolo, ciascuno 
dei vettori del sistema può decomporsi in due altri secondo le direzioni delle 
congiungenti il suo punto d' applicazione con due dei punti dati, ad esempio, 0, 
ed 0, , e potremo addirittura immaginare questi due vettori applicati nei punti 
0, ed O2 sulle direzioni anzidette. Tutti i vettori applicati in 0, danno una ri- 
sultante R, e quelli in O^ una risultante R^ y ^^ modo che il sistema dato è equi- 
valente al sistema dei due vettori R, ed Rj. 

Decomponiamo poi il vettore R, in due altri diretti secondo OiOj ed OjO,. 
Similmente operando sul vettore Rj , avremo trasformato il sistema dato nelTequi- 
valente indicato. 

Consideriamo ora il tetraedro SOjOjOj e prendiamo per senso positivo su gli 
spìgoli che partono da S i sensi SO, , SOj, SO3 , poi sopra ciascuno spigolo della 
base, come 0,0j, il senso delle rotazioni positive 0,02 intorno allo spigolo op- 
posto SO,, ed indichiamo con 5, >) , J, X, pi, v i valori algebrici dei sei vettori 
diretti secondo SO,, SO,, 80,, 0,0,, 0,0,, 0,0,. 

Ciò posto, proponiamoci di determinare la relazione che lega Tinvariante 

LX -f MY + NZ 

di un tale sistema al volume V del tetraedro. 

Applicando il teorema di Ghasles dovremo fare la somma algebrica dei te- 
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traedri che si ottengono combinando i vettori (X, $) , (jjl, y^), (v, J) ('). Se a, , a, , a, 
sono gli angoli fra le dette costole opposte, e 6, , S, ; S^ le distanze fra esse, 
si ha: 

6 voi (X , 5) = ^ 5 5| sen a, 
6 voi (ji , >j) = JJi >3 8j sen a, 

6 voi (v , {) = V ^ 63 sen a, 

e 

6V = SO|-0,0,6|8ena| 

eV^SOj-OjOiSjSena, 

eV^SOj.OiOjSjsena,. 

Donde 

6V 



Si ha quindi 



'^l 


OCU W| 


SO, 0,0, 


8» 


sen ay 


6V 


SOj-OjO, 


8» 


seiKx, 


6V 


"SO,. 0,0; 


r>l 


fX.EÌ = 


6V.J . ^ 



SO, 0,0, 



6vol(,,,) = 6V.A..JL. 



6vol(v,0^6V.^^^.^^. 



Sommando, si ha l'elegante relazione 

5X 



LX.MY+ NZ = V6(g-^g^_ + ^-JL- + -gil_), 



(*) V. Appell. Op. cit. p. 23 e 24, 
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È facile vedere che affinchè un sistema di vettori qualunque sia nullo è ne- 
cessario e sufficiente che le sei componenti secondo le costole di un tetraedro 
siano nulle. Il che si ba appunto considerando che altrimenti il sistema si ri- 
durrebbe a due vettori uno risultante dai tre secondo i lati di una faccia del 
tetraedro e l'altro risultante dai tre secondo gli spigoli passanti pel vertice 
opposto. 

Osserviamo pure che se decomponiamo un sistema di vettori qualunque nel 
modo anzidetto , il momento risultante di esso rispetto ad uno spìgolo qualun- 
que ^ del tetraedro, preso come asse^ è dato dalla somma dei momenti dei vet- 
tori pt; V, 1], ; e X rispetto allo stesso asse^ dei quali i primi quattro vettori in- 
contrano r asse, laddove X non può incontrarlo ; giacché ^ passa per un punto 
del piano in cui giace X e per un punto S fuori di questo piano^ sicché il mo- 
mento risultante si riduce al momento di X rispetto a §. Se quindi supponiamo 
che la somma dei momenti del sistema sia nulla rispetto a ^, ne viene di con- 
seguenza che X dovrà essere zero : ragionando in modo analogo per ciascuno 
degli altri spigoli del tetraedro, potremo dire che, se la somma dei momenti del 
sistema è nulla rispetto a ciascuno dei sei spigoli di un tetraedro, saranno zero 
i sei vettori X, jjl, v, $, r^, f, e, per quanto si è detto in precedenza, il sistema 
dato sarà equivalente a zero. La condizione anzidetta dunque è necessaria e 
sufficiente perchè il sistema dato sia nullo. 

§ IV. 

Si sa che quando Tinvariante 

LX + MY + NZ , 

relativo ad un sistema di vettori qualunque, ha un valore diverso da zero, il si- 
stema può ridursi ad essere equivalente a due vettori non situati nello stesso 
piano, ma può pure ridursi ad essere equivalente ad un vettore diretto secondo 
l'asse centrale e ad un momento secondo la stessa retta, cioè ad una torsione. 
L* insieme di due vettori eguali, paralleli e di senso contrario definisce una 
coppia della quale il braccio di leva è la distanza dei due vettori ed il momento 
è il prodotto del braccio di leva per uno dei vettori: una coppia essendo un si- 
stema di vettori di cui la risultante generale è nulla, il momento risultante di 
una coppia è costante in grandezza, direzione e senso per tutti i panti dello 
spazio, e questo momento risultante è V asse della coppia. Una torsione si può 
quindi definire come il sistema formato da un vettore e da una coppia, di cui 
il piano è ad esso perpendicolare. La direzione, il senso e la grandezza di una 
torsione è la direzione, il senso e la grandezza del vettore, e la freccia di essa 
è il rapporto tra la grandezza dell' asse della coppia e quella del vettore. Es- 
sendo ogni torsione un sistema di tre vettori , è chiaro che V insieme di più 
torsioni date è un certo sistema di vettori equivalente ad una torsione unica. 

VOL. XL. 87 
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Un sistema di vettori si riduce ad una coppia quando il vettore risultante 
ò nullo, ossia quando 

X = , Y = , Z = 0, 
e il momento di questa coppia è 



VL« + M* + N*. 

Le coppie, a cui possono ridursi dei sistemi di vettori, possono comporsi in 
una coppia unica il cui asse è la somma geometrica degli assi delle coppie con- 
siderate. 

So proiettiamo su di un piano qualunque il parallelogramma costruito sui 
due vettori della coppia risultante e sullo stesso piano i parallelogrammi costruiti 
sui vettori delle coppie componenti , una relazione semplicissima esiste tra la 
proiezione dclT area del primo parallelogramma e le proiezioni di quelle degli 
altri. 

L' area del primo parallelogramma e quella di ciascuno dei parallelogram- 
mi, relativi alle coppie componenti, sono date rispettivamente dal prodotto del 
relativo braccio di leva per uno dei relativi vettori, considerati questi elementi 
rispettivamente nelle coppie ottenute proiettando sul detto piano la coppia risul- 
tante e quelle componenti. Ogni coppia, proiezione della corrispondente coppia 
componente; si può trasportare nel suo piano, che è il piano considerato, in modo 
da avere per suo braccio di leva quello relativo alla coppia , proiezione della 
coppia risultante, modificandone opportunamente i vettori, di guisa che, eseguendo 
ciò per tutte le coppie proposte sul piano dato, potremo considerare altrettanti 
parallelogrammi che hanno col parallelogramma, proiezione di quello della coppia 
risultante, una medesima altezza. Chiamando A, , Aj , . . . , A„ le aree dei paral- 
lelogrammi anzidetti e con A quella relativa al parallelogramma ottenuto dalla 
coppia risultante e chiamando con b^ ,\ j. , , ,h^ e h le relative basi, si ha : 

A, : &, = A : 6 , A, : òj = A : 6 , . . . , A^ : 6„ = A : 6 ; 
donde 

(A, -f A, + . . . 4- AJ : (ft, -f 6, + . . . + 6J = A : b. 

Intanto Vasse della coppia risultante è eguale alla somma geometrica degli 
assi delle coppie componenti , e però la proiezione del momento della coppia 
risultante è eguale alla somma algebrica dei momenti delle coppie componenti, 
che hanno tutte uno stesso braccio di leva, sicché si ha 

b = b,^b^-^ ...-\ b^, 
e quindi sarà pure 

A = A, + Aj -f . . . -f A„. 
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Questa relazione ci dice che V area del parallelograinnia anzidetto 6 eguale 
alla somma delle aree dei parallelogrammi proiezioni rispettivamente di quelli 
delle coppie componenti. 

§ V. 

Proponiamoci ora di determinare il luogo delle rette portanti la torsione 
risultante di due torsioni qualunque di posizioni fisse , allorcliè le frecce delle 
torsioni componenti restano costanti, mentre le loro intensità sono variabili. 

Siano R^ e G^ il vettore ed il momento relativi ad una delle torsioni date 
ed Rj e Gj le quantitfi analoghe delTaltra. Prendiamo per asse delle ac la retta 
che porta la torsione (R, , G,) e per asse delle z la perpendicolare comune alle 
due torsioni, indicando con g la minima distanza tra esse. 

L'equazione dell'asse centrale è 

L - ( yZ -_zY) _ M - (zX - xZ) _ N - (a;Y - yX) 
X "" Y ~ Z • 

Le componenti della R, secondo gli assi coordinati sono (R, ,0,0) ed essa 
è applicata nel punto di coordinate (0,0,0,^, cioè nelT origine degli assi. La 
torsione (R^ , Gj) s'appoggia all'asse delle z, che è la perpendicolare comune, 
onde la sua proiezione sul piano ay passa per l'orìgine degli assi e formerà 
coll'asse delle x un certo angolo che diremo a. Si avrà dunque 

R, = (R, , , 0) applicata nel punto (0,0, 0) 

R, ^ (R j cos a , Rj sen a , 0) » » (0 , , S) 
e 

G, = (G, , , 0) 

Gj ^ (Gj cos a , Gj sen a , 0). 

Onde si ha 

X 5= R, + Rj cos a L =^ G, + Gj cos a — S R, sen a 

Y = Rj sen a M =i G, sen a -f 5 Rj cosa 

Z = N = 0. 

L'equazione dell'asse centrale, essendo Z ~ , diventa 

L-f gY _ M-gX _ jrX- xY 
X "■ Y "■ ' 
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e però si avrà 

Sostitaendo , si ha : 

y (R, + Rj C08 a) - a? Rj sen a = 

(G, + Gjcosa — SRjSena) RjSena - (G^sena -f 6R,cosa) (R, + R^cosa) f 

+ (R|* + Rj* + 2R4R, cosa) « = 0. 
cioè 

(G, + G^cosa) Rjsena - G,8ena(R| + R,cosa) — 6 (R^* + R^R^cosa) + 

+ (R,* + Rj* + 2R,RiC08a) 2 = 0, 
ossia 

(GiRj — GjR,) sena - S(Rj« + R,Rj cosa) + (R,* f Rj* f 2R|R, cos a) « = 0. 

Se con X e |iL s'indicano le frecce delle torsioni^ ossia si pone 

G, - XR, , Gj = jJiR, , 
si ha : 

R|R2(X - jjL)sena — ©(RjRjCosa h R,*) -h (R,* f Rj* + 2R^R^ cosa) 2 = 0. 
Poniamo 

l'equazioni precedenti diventano : 

y + (y cos OL " X sen a) p = 

(1 + 2p cos a + p*) » -h p (X - pi) sen a — 8 (p cos a + p*) = 0. 

Eliminando p tra queste due equazioni, si ha l'equazione del conoide cercato. 
Si ha 

p= y ^y 



X sen a — y cos a D 
/^ 2i/co8a iy^\ (X — u) sena-i/ Zyf y\ 



Digitized by 



Google 



)( 293 )( 
cioè 

(a7*6en*a + j/'cos'a— 2acysenacosa+2a?j/8enaco8a — 22/*cos*a + ^*; « + 

+ (X — jiL)sena»2/(a;sena - ycosa) — S-yly -i- xsenacosa - ycos*a) = 0, 

« (a;'+j/')sen*a+(X-iJi)y(a?8ena-2/coBa)sena-6'y'sena(y8enaf sccosa) = 

e finalmente 

^ (x* + y*) sena + (X - pi) y(xsena - ycosa) - S • i/(t/8ena + xcosa) = 

che è l'equazione del conoide. 

Una generatrice di questo conoide è dat% dalle equazioni 



(1) 



(l + p C08 a) y — p sen a ce = j 

(1 + 2p cos a -f p*)z + p(À - pi) sen a - 6 (p cosa 4 p*) = o ; 

Un piano pel punto (a , 6 , e) ad essa perpendicolare è 

(l + p C08a)(x - a) f p sen a (y - 6) = 
cioè 

(1 -I- p cosa) ce + psena-y — a(l + p cosa) - òpsena. (2) 

Combinando l'equazioni (1) e (2), si hanno i seguenti valori per le coordi- 
nate dei punto d'incontro del piano (2) con la generatrice (1) 

_ [ (l+p cosa) a4-p 6 sena ] il-hp cosa) _ H \ 
" 1+2 p cosa+p* "" A 

_ [ (l +p cosa) g -Hp b se na ] p sena __ H^ f 
^ 1+2 p cosa+p* "" ^ ( 

_ (X-|i) p sena-o (p cosa+p') _ H^ j 

"" 1+2 p cosatp* "" A / 

ove H , H' , H" indicano rispettivamente i numeratori delle precedenti frazioni, 
e A il denominatore comune ad esse. 

Onesto punto al variare di p descrive una cui'va di 2® ordine, perchè i punti 
che essa ha in un piano 
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sono i punti definiti dalle (3) quando a p si danno i valori che verificano V e- 
quazione 

AH + BH' + CH" + DA = 

cbe è di 2® grado in 9. 

Nel caso di due torsioni concorrenti ad angolo retto si ha 

5 = , a = 90* , 
e Tcquazione del conoide è: 

z(ac'- + j/*; -h (,X - lii) xy = 0. 
§ VI. 

Ricerchiamo, in ultimo, le curve gobbe di cui lo tangenti sono rette di mo- 
mento nullo. 

Prendiamo per asse delle z l'asse centrale del sistema. L' equazioni dell'asse 
centrale sono: 

LZ - NX - R2y f Y (a?X + j/Y + zZj = 

NY - MZ -^ R«a? + X (xX + yY -h zZ) = 

MX - LY - R«« + Z (a?X + yY + zZ) = 0. 

Se quest'asse sì riduce all'asse delle z debbono verificarsi le equazioni: 

X = , Y = , Z = 0. 

In questo caso l'equazione del complesso formato dagli assi di momento 
nullo è: 

N («" - /) f Z {xy - y'.c") = , 

e, chiamando f la freccia della torsione, si ha: 

A^" - z') + acy-y'x" = 0. (1) 

L'equazioni della tangente ad una curva gobba sono: 

X-x Y-y Z-z 
dx ^ dy dz ^ 

e le coordinato di questa retta sono: 

dx, rfy, dZf - (ydz — zdy), - {zdx - xdz), — (xdy - ydx). 
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Sostitaendo a z" — «' e ad a V" - y'x" nella (l) le quantità corrisponlenti dz 
e —(xdij^ydx)f si ha l'equazione diflFerenziale 

fdz - xdy - ydx 

(li tatto le curve le cui tangenti sono rette di momenti nulli. 
Ovvero sì ha: 

ydcc - xdy + fdz = 0. (2) 

Si supponga z costante, e s' integri Tequazione 

ydx - xdy = 0. 

1 X 

Il fattore integrante di questa è v=-^e Tintegnile è « = -, 

*/ «/ 

Sia 9'2r) una qualunque funzione di z, Tequazione 

u + ^(z) = (3) 

soddisferà alla (2) moltiplicata per v, se 

du , du. \cu , , V 1 j ydx - fljdj/ + fdz 



ma 



cu ^ du , ydx -xdy 
ex dy ^ 1/ 



dunque la (3) soddisferà la (2) insieme a 

du 



^^ , . f 
opperò la (2) sarà soddisfatta, qualunque sia 9(2), dal sistema di equazioni 



00 \ 

- + 9(z) = 1 

Le (4) definiscono le curve cercate. Si ha: 



(1' 
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e poiché scambiando a? in y e y in — oc la (2) non muta, si può anche BcSrivere: 



X 



Si ponga 
sarà: 



e quindi 



« = w (6) , 
«p(z) = 9(w(8)) =F(6) 

^ ^ ^ ""Uz dz w' (0) 



^-«-»-.Wtw-=/^'I 



essendo C)a(O) ed F(0) funzioni arbitrarie. 
Si ha pure, se si fa 



FW = tgO, 



« = co (6) , 2/ = sen 6 \!f io' (0) , x = cos 'Jfiù'{b). 

L' equazione del complesso degli assi nulli quando si prende per asse Oz 
Tasse centrale del sistema, scegliendo come senso positivo il senso della risul- 
tante generale R e si chiami con g il valore algebrico del momento minimo con- 
tato positivamente nel senso Oz, è riferendoci ad un, punto 0' 

(z" - z') <7 + (aj' !/" - y' ac") R = 0. 

Le rette O'O" di questo complesso, passanti per un punto 0' dato, generano 
un piano tu perpendicolare al momento risultante relativo al punto 0'. Recipro- 
camente, le rette del complesso situate in un piano t: passano per un panto 0' 
tale che il momento risultante relativo a questo punto è normale al piano, ed O' 
è il fuoco del piano t:. 

Se consideriamo una delle curve gobbe di cui le tangenti sono rette dì mo- 
mento nullo, queste tangenti faranno parte del complesso anzidetto. Il piano 
osculatore della curva conterrà due di queste tangenti, le quali, perchè rette del 
complesso poste in un piano , dovranno passare per uno stesso punto che è il 
fuoco del piano, il quale perciò non potrà essere che il punto di osculazione; 
onde il piano osculatore ad uno delle curve gobbe anzidetto ha il suo fuoco al 
punto di osculazione. 
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APPUNTI E RISPOSTE. 
Lettera aperta ad nn Geometra italiano 

D I 

F. AMODEO. 



Pour remplir un role vraiment utile, la Critiqne doit 
étre éleTée et impartiate. Elle doit étre élevée en 
ne s'attardant pas aux minnties , mais en jngeant 
les oeavrea sur lears ensemble. Elle doit étre im- 
partiate, parce qne la perfection ne sanrait étre ab- 
solue... Les ceuvres doivent dono étre jagées par 
comparaison avec celle du méme genre, et non d^nne 
manière absolae. 

(Veronese, Lt9 potiulaU de la Geometrie 
dana Venaeignement. 0. B. da 2ième Congrès 
International des Mathématiciens). 

£ qnesto Ha snggel.... 

(Dante, Inferno^ Canto XIX). 

Poche parole basteranno per spiegare al lettore le ragioni di questa pub- 
blicazione che vien fuori con molto ritardo per ragioni facili a capirsi. Il Geo- 
metra a cui la lettera è diretta fu richiesto dall'autore di mantenere la promessa, 
datagli indirettamente, di comunicargli e spiegargli le osservazioni e le critiche 
che egli aveva fatte in una pubblica adunanza sui lavori dell' A. intorno alla 
gonalità delle curve; e ciò fece in data 11 Maggio 1901 in linea confidenziale. 
Se non che nel settembre del 1901 le stesse osservazioni comparvero in un do- 
cumento ufficiale del Bollettino della Pubblica Istruzione (cfr. p. 1577 dell'an- 
no 1901) con tutte le conseguenze giuridiche che ad esse fecero seguito. Ciò scio- 
glieva naturalmente T A. dalla riserva della confidenzialità; mi, non pertanto, 
egli non ha omesso di assicurarsi che il suo chiar. Corrispondente non si oppo- 
neva a siffatta pubblicazione. 






Chiar. Sig. Professore, 



. . . Invertendo l'ordine seguito nella Sua lettera risponderò prima alle cri- 
tiche sopra i punti speciali delle mie Memorie e dopo passerò alle altre di in- 
dole generale. 

VCL. ZL. 88 
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1. E comincio con la Nota Curve aggiunte e serie specializzate (^), alla quale 
Ella si limita a fare tre appunti. 

a). Ella dimanda che cosa vuol dire : li numero 2(6^— p^j) è invariantivo 
per trasformazioni birazionali della curva (cfr. la detta Nota, p. Il) ; ed Ella 
stessa prova a darne una spiegazione, con un esempio, per conchiudere che il 
teorema non regge, in generale, che per a = 0. Qui bisogna tener presente che 
il teorema suddetto (nel quale no7i è detto, per ogni trasformazione biunivoca), 
è posto in seguito e come corollario di quest'altro teorema : 

L' ordine delle serie canoniche specializzate a volte è eguale al doppio della 
dimensione piti il doppio della differenza fra la sovrabbondanza massima e la 
sovrabbondanza effettiva che ha il sistema delle C"*"'"* aggiunte alla curva 
Cp", cioè 

N^ = 2R„ + 2(6^-pJ. 

Ciò posto, quando si trasforma birazionalmente una 0^"* in una curva Cp"*' 
non si può supporre che a resti sempre invariata, perchè le curve agg. di ordine 
w-3 - a NON si mutano sempre in curve aggiunte wi' — 3 - a , perciò bisogna 
prima vedere qual' è il valore a' che esso assume nella trasformazione e se la 

serie canonica ^ * si muta nella serie canonica ^ *'. Quando ciò avvenga, es- 

■^a a' 

sondo 

N,.= 2R,.+ 2(2„.-pJ, 



ed inoltre 
si avrà 



Na = N, , B,. = R.. 



2(2a-Pa) = 2(5..-Pa) 

e poiché 6^r è noto si potrà da ciò avere il valore 

Questo è quando io intendevo di far comprendere neirenunciato dato e già 
in questo senso ho applicato il teorema quando me ne son servito in una tra- 
sformazione birazionale che non altera l'ordine della curva (cfr. Contributo alla 
determinazione delle sovrabbondanze,,., n. 2; R. Acc. Nap. 1900). Ivi ho mostrato 
che a rimane invariato e quindi restano invariati 5^^ e p^ , e da ciò ho potuto 
calcolare il valore di p^ per una estesa classe di famiglie di curve. Invece Elia 
stranamente interpreta: che io non conosca V elementarissimo teorema della va- 
riabilità di a (in generale e per a =1=0) nelle trasformazioni biunivoche; che 
quindi io intenda che a debba rimanere sempre invariata; e porta Ella Tesempio 



(1) Rend. R. Acc, di Napoli, 1896. 
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di nna Cg' piana trasformata quadraticamente in una Cg' con tre punti tripli, per 
conchiudere che, se si prende a = 1, tanto per la prima curva che per la secon- 
da, il teorema non regge. 

Ed è naturale che non regga, perchè quando la C^' piana si trasforma qua- 
draticamente nella C^' con tre punti tripli, alle rette del piano, che sono curve 
aggiunte di ordine w — 3 — 1 , corrispondono coniche che passano semplicemente 
per i punti tiipli e quindi non sono curve aggiunte, se non si considerano in- 
sieme ad una conica fìssa che passi per gli stessi punti tripli , e perciò la g^ 
segata sulla Q^ dalle rette del piano non si muta in una serie canonica e quindi 
ad essa non è applicabile il teorema dato. 

h). Ella dice che è addirittura evidente ciò che io dico in detta Nota a p. 15, 
cioè che : La condizione necessaria e sufficiente per resistenza delle curve agg, 
di ord, m — 3 - a è che la Cp*~ abbia il genere 



am 
T 



p > ^- + 1 + (3a - pJ ; 



e che non vi era bisogno di ulteriori ragionamenti, poiché bastava calcolare la 
dimensione R^ delle curve agg. di ordine m — 3 — a e porre R^ > 0. 

Su ciò invece io credo che alle cose da me dette non si debba sopprimere 
ncmraanco una parola. E lo dimostro. Una curva aggiunta C'"~'"* dà luogo ai 
due numeri R^^ , Nq^. Non era dimostrato che R^ > avesse per conseguenza 
Nj^>0, poiché, essendo questi due numeri legati dalla relazione 

Ra = ^-(«.-Pa). (1) 

se fosse o^ — p^^ negativo, potrebbe essere R^ > senza che sia N^ > 0. E sic- 
come, prima che io non Io avessi fatto, nessuno aveva dimostrato che non può 
essere o^> ò^j ne vien di conseguenza che era necessario spendere poche pa- 
role per mostrare la dipendenza di Ng^>0 da Ra>0. Rimaneva dunque unica 
condizione Ra>0, che, senza calcoli, si muta in 

Ma questa condizione è soddisfatta anche da m=af3, perchè per questo 
valore di m essa si riduce a 

a(a + 3) ^ (a-f-2)(a + l) (in-l)(w-2) 
P -= -^— i- 1 = 2 ^ 2 ' 

bisognava quindi esaminare se una curva aggiunta ridotta ad un punto ha ra- 
gione di essere considerata, e conchiusi per V affermativa. Dove dunque sta la 
prolissità? Potrei aver torto in un caso solo \ se si volesse ammettere intuitiva 



Digitized by 



Google 



)( 300. )( 
la dipendenza dì N5^>0 da R;t>0; ma in tal caso, dalla (l) si ricaverebbe 

cioè si dimostrerebbe con tanta facilità questo mio teorema, (che pur mi fu con- 
testato dall'illustre prof. Berti ni) da dover maravigliare perchè esso, che è 
stato sorgente di tante conseguenze, non sia stato trovato prima di me da' tanto 
acutissimi geometri che se ne sono occupati (*). 

e). Ella dice: Non è più che evidente il risultato delle righe 14 (*), 15 e 16 ? 
Non sarebbe stato meglio sopprimerle ? (cfr. detta Nota, p. 16). 

Ed infatti, rispondo io, se le date curve non devono esistere, i punti multi- 
pli della Cp"* devono di conseguenza essere distribuiti in modo da non permet- 
tere che per essa passi una di quelle curve. Pur non mi pare che in questo caso 
l'abbondanza nuoccia; perchè, supponiamo che il dato genere porti che la curva 
debba avere 21 p. doppi, e si tratti d'indagare se esistono o non curve aggiunte 
del 5° ordine, non basta pensare al solo numero dei punti doppi, ma bisognerà 
assicurarsi che quei punti non siano fra i punti base di un fascio, o di una rete, 
o di un sistema di maggior dimensione di curve del d^ ordine, cioè che quei 
punti siano in sostanza tutti indipendenti fra loro. Che male e' è dunque di aver 
richiamata maggiormente l'attenzione con una ripetizione ? 

2. Passiamo alla Nota Curve k-gonali di 7« e di 2» specie ('). Ella dice che 



(') Intanto ecco come queste due critiche son fatte valere in un concorso (cfr. 
1. e. del Bollettino della P. I.). 

< L' autore espone i risultati che via via ha ottenuti in dodici note, contenenti 
accanto a proposizioni giuste , talvolta imperfettamente enunciate, molte altre che 
sono errate, o illusorie, o a dirittura evidenti, anche quando si tenga conto delle 
correzioni stampate e manoscritte che 1' autore ha creduto di introdurre via via nei 
suoi lavori, in seguito ad osservazioni fatte da altri. Per confermare queste nostre 
osservazioni rileveremo, ad esempio, che nella nota (29, cioè Curve agg^ e ser, spec.) 
l'autore mostra dì ritenere (sic) che la serie segata sopra una curva d'ordine m da 
una curva di ordine m — 3 — a abbia carattere invariantivo di fronte alle traslorma- 
zioni birazionali , mentre questa proprietà notoriamente vale soltanto se a = 0. 

E d' altro lato nella stessa nota (29) egli enuncia, attribuendovi una certa im- 
portanza la condizione necessaria e sufficiente , perchè esistano le curve aggiunte 
d'ordine w» — 3 — 5t, senza accorgersi che quella condizione dice solo questo: lo dette 
curve esistono quando, calcolando la dimensione del sistema lineare da esso costi- 
tuito, tale dimensione risulti maggiore od eguale a zero. Le condizioni sopra espo- 
ste e gli esempi addotti, tra i vari che potremo citare, mostrano chiaramente (sic) 
perchè la Commissione non possa attribuire importanza al gruppo di lavori di cui 
stiamo parlando >. Ogni commento qui guasterebbe la chiarezza della dimostrazione! 

(^) Bisogna intendere la seconda metà della riga 14^. 

(') Ann. di Matem. t. 24. 
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il computo de' punti base, che si trova neir ultima riga dì pag. 6 non va, e quindi 
non va il primo teorema della p. 7. 

In questo Ella ha ragione perfettamente e Le son grato dell' avvertenza. Io 
non me ne sono avvisto , perchè non ho avuta alcuna occasione di applicare 
quel teorema. E V avvedersene non riesciva difficile , perchè , se nel teorema 
della p. 7, che è il h) del n. 3 della Nota, si pone R =0, si dovrebbe ottenere il 
teorema b) del n. 2 , che ne è un caso particolare, e ciò non si avvera; quindi 
il lettore vien messo suir avviso di dover verificare il calcolo. Ma si rende an- 
che inutile di computare i punti base , poiché al teorema si può pervenire più 
semplicemente. Comincio dal dire che il teorema deve enunciarsi: 

Dati sopra una curva C con un punto (R + Ij-plo (e quindi sen- 

•^(K'^l)(k+-R) 

k f k 4- 2 R 4- 1^ 
2' altri punti multipli) , — + R punti arbitrar ii^ ogni curva che passa 

una volta per ciascuno di essi ed R volte pel punto multiplo della curva data, 

e passa inoltre per k punti della stessa curva per diritto col punto multiplo f 

, krk + 2R-l) ^, ,. ^ . ^ „ 

passerà pure per — R punti fissi della curva data, 

E si può dimostrare cosi: 

Infatti la curva C*"*^, dovendo avere un punto R-uplo, sarà determinata da 

k(k 4- 2 R -H 3) 
altri -t- R punti arbitrarii, quindi, presi sulla curva C'*^^''"* data & punti 

k(k + 2R 4- 1) 
per diritto col punto multiplo e -^ _— — 4-R altri punti arbitrarii, la curva 

C*"*^ è determinata ed appartiene al fascio considerato nel teorema a) della 

k(k + 2 R 1 ) 

detta Nota, perciò essa passerà per altri -^ ^ ■ - R punti fissi della cur- 

va data. 

3. In quanto ai dubbi che Ella ha sulla dimostrazione fatta a p. 16 della 
Nota Curve k-gonali di specie s \}) fondata sul paragone aritmetico, non aven- 
dr)mi detto quali essi siano non posso risponderle. Mi limito quindi a dirle che 
quella dimostrazione mi pare ora confortata, controllata ed estesa dalla trasfor- 
mazione da me ideata nel n. 5 della Nota Curve di gonalità k ecc. {}) e com- 
pletata dall' annotazione al n. 21 della stessa pubblicazione. Per questa dimostra- 
zione ogni curva C" di gonalità k di specie s > 1 , si può trasformare in una 
curva C*' di eguai gonalità e di specie 1, che non abbia, oltre il punto (w' -A;)-uplo 
altri punti multipli di multiplicità >k. Per le altre avvertenze da fare sui ri- 
sultati, se Ella fosse stata più esplicita, avrei potuto pensarci. 

4. Qni intanto è opportuno osservare che la insistenza che Ella mette a dire 
di badare ogni volta che bisogna in ogni enunciato sottintendere la esistenza 



(*) Atti r. Acc. di Napoli, voi. IX, Ser. 2.». 
(*j Rend. r. Acc. di Napoli, 1900. 
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delle curve a«?giante di ordine m — A: - 1 , è proprio superflua; poiché a me pare 
di aver sempre, sempre, esplicitamente avvertito ciò o nel titolo^ o in principio 
della nota, o quando cominciò a limitarmi a quei casi, o negli enunciati dei teo- 
remi; poiché, quando io dico che una curva k-gonale è di specie «, intendo af- 
fermare, per la definizione della specie, che si tratta proprio di curve su cui la 
^\ è segata da curve aggiunte di ordine m-fc— 1, che hanno perciò ogni 
gruppo di k punti formato di punti allineati, e che le rette che sostengono i 
gruppi costituiscono un inviluppo di classe s, 

6. 1/ eccezione che Ella crede di trovare al teorema inserito nei Comptes 
Rendva ('), e a p. 17 della Curve di gonalità k (*) e che Ella mi ha presentata 
coir esempio di una curva G\ con un punto quadruplo e due punti doppi nel- 
r inlorno del lo ordine del detto punto quadruplo, ha fermata mollo la mia at- 
tenzione; poiché coi tentativi che si possono fare colle teorie usuali sembra che 
non se ne possa abbassare 1' ordine al tipo da me assegnato nel citato teore- 
ma (^). Ma su questo esempio non credo che si possa ancora dire V ultima pa- 
rola. Quello che per ora posso osservare é che questa curva si trova nelle stesse 
condizioni di gonalità della C^* iperellittica con un punto quadruplo e due punti 
doppi neir intorno del !<> ordine del primo punto, e che questa si riduce eflfet- 
tivamente ad una curva iperellittica C,*, risolvendo prima la singolarità straor- 
dinaria in singolarità ordinarie. D'altra parte la C,* trigonale di 3» specie prov- 
vista di 21 punti doppi , presi fra i punti base di un fascio di quintiche (che è 
la curva che secondo le mie teorie si deve trasformare nella curva tipica G,* 
con un punto triplo) si trasforma effettivamente, col teorema del n. 5 della Nora 
Contributo ecc., già citata, in una C,* con un punto sestuplo e due punti tripli e 
questa, con una trasformazione quadratica, nella C% con un punto triplo soltanto. 

6. Ella dice che la definizione della gonalità secondo le idee di Weierstrass, 
data nella pag. 1 della Nota Uno sguardo alle curve algebriche (*), non va, per- 
chè porterebbe che una curva k gonale dovrebbe ammettere sempre una ^'^^ 
avente un gruppo composto di k punti riuniti, il che non è. 

Questa Sua osservazione credo che sia esatta; intanto aggiungo che nel dare 



C) 25 giugno 1900, p. 1744. 

(*) Rend. r. Acc. di Napoli, 1900. 

(') 11 teorema è il seguente: Ogni curva trigonale si può rappresentare con una 

curva normale del piano di ordine \--\-3 o di ordine — — -f- 3 secondo che il genere 
della curva è pari o dispari. La curva normale deve avere un punto - — uplo è un 

solo punto doppio nel primo caso e deve avere soltanto un punto — ~ uplo nel 

secondo caso, 

(♦) Periodico di Matem. tom. XVI, 1900. 
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questa 3^ definizione della gonalità delle curve , io faceva aftaegnamento per 

j>>2, sui (p - l)p(l^ + l) pui^^ì ^-upli della 1* serie canonica 9^1^ esistente 

sulle curve di genere p , ognuno dei quali detemiina (non individua) una ^'p 
che abbia in esso un punto puplo e può invece determinare per m<p una g*^ 
che abbia in esso un punto w-uplo (•). In ogni caso il numero m sarebbe il primo 
dei gradi non mancanti delle funzioni razionali esistenti sulla curva ed aventi 
i suoi infiniti riuniti in quel punto. 

Questo numero non può discendere certamente al disotto di k nelle curvo 
A;-gonali; ed io ho supposto, senza una solida ragione, che potesse sempre es- 
sere eguale a k, Lei potrebbe, se volesse, intanto illuminare maggionnente la que- 
stione su questo punto, cioè vedere quando m diventi eguale a & e quando no, 
poiché ciò può influire molto sulla questione dei moduli delle curve algebriche. 

7. In quanto alla dimostrazione dei valori della sovrabbondanza p^^ (*), data 
nella Nota Contributo alla determinazione delle sovrabbondanze,... j io, fin da quan- 
do mi misi intorno al tema, esaminai il dubbio che Ella mi manifesta ora, e 
mi convinsi facilmente e direttamente che altri legami fra essi non potevano in- 
fluire sullo spezzamento delle curve aggiunte e su pg^, e mi limitai ad esporre 
quello che aveva interesse per le modificazioni che apportano a p^^; forse Ella 
conosce qualche altro legame pel qual riesce difficile il vedere se debba in- 
fluire no su Pjj. 

8. Avendo ormai esaurito ciò che Ella ha creduto di censurare sui punti 
speciali delle mie pubblicazioni intorno alla gonalità, vengo alla parte più severa 
della Sua critica , quella che riguarda V indole generale dei miei lavori e che 
vorrebbe essere semplicemente demolitrice. 

Ella dice : « Studiare le curve che posseggono una ^'^ minima, può avere 
realmente una qualche importanza per la geometria sulle curve, dove si tratta 
ad es. in special modo il caso A; = 2; ma Ella dopo aver posto il problema, esco 
subito dalla vera questione, imponendo alle curve una restrizione che è di na- 
tura proiettivaj non più invariantiva per trasformazioni birazionali, la restrizione 
di possedere curve aggiunto di ordino m - A; - 1 , perchè la serie segata dalle 
curve di ordine w— A:— 1 aggiunte ad una C"* non si trasforma nella serie segata 
dalle curve di ordine m'—k-l aggiunte ad una C*' che sia in corrispondenza 
birazionale generale colla C"*, se non nel caso di & = 2. Ne viene che Lei non 
studia curve A;-gonali particolari, nel senso che quest'ultimo aggettivo avrebbe 
in geometria sulle curve, ma studia invece curve piane, proiettivamente parti- 
colarij che posseggono una g\ minima. D'altra parte, anche sotto l'aspetto pro- 
iettivo, la restrizione che impone alla C di possedere curve aggiunte di ordine 
w—fe-l , limita notevolmente il campo di ricerca e ne rende scarse le applica- 
zioni. Comunque volendo trattare un siff'atto problema sarebbe stato opportuno 



(*) Cfr. Segre, Ann. di Matem. 1894, p. 93. 
(*) Rend. r. Acc. di Napoli, 1900. 
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dare allo sviluppo le proporzioni modeste che erano conformi alla modestia del 
tema. Bene ordinando il materiale sarebbe riuscito a riunire in una nota di po- 
che pagine i risultati che ha esposto in dicci o dodici lavori. Ed una sififatta 
nota avrebbe forse avuto maggior peso che Tinsieme di quei lavori ... ». 

a). Lasciamo stare lo strano criterio del peso, anche pel comodissimo avver- 
bio premessoci; e fermiamoci al concetto della conden9azione. Come mai si pnò 
effettuare la condensazione da Lei voluta, se il solo indice dei teoremi da me tro- 
vati su questa teoria è di molte pagine in folio di carattere minuto? Forse Le avrà 
fatta impressione la brevità della conferenza da me fatta a Parigi nel 1900; ma 
bisogna tener mente che in quella io non feci che presentare per sommi capi 
la teoria^ affinchè fra i tanti che mi onorarono della loro attenzione , se qual- 
cuno della gonalità non ne avesse saputo nulla, ne avesse potuto intanto ac- 
quistare un concetto generale. 

A questo scopo sacrificai i particolari non solo, ma anche parti interessanti, 
e basti il dire che fra le cose taciute^ vi è il modo di costruire le curve ik-gonali 
di 2» specie , costruzione che pur ha avuto V alto onore di una Sua pubblica 
lode («). 

Ma, concesso anche che tanta condensazione fosse possibile, è forse la prima 
volta che ciò che si può riassumere in poche righe debba aver costata non poca 
fatica il rintracciare ? 

Le sia di esempio la risoluzione dell' equazione di 3^ grado; la vertenza fra 
Descartes e Fermatsul grado delle curve che occorrono per costruire 
le radici di un'equazione di dato grado. Ma che dico ? Non ci è bisogno di 
uscire dair argomento , nò di andar troppo lontano : non hanno forse discusso 
tre anni i valorosi geometri Bertiui e Segre per rendersi conto quando 
nella formola w > 2r (*), che lega Tordine e la dimensione di una serie lineare 
speciale, ha luogo il segno eguale e quando il segno maggiore? 

b). In quanto sAVimportanza dell'argomento non io devo ribattere; voglio solo 
osservare che in Matematica, dire che un argomento è o no importante non ha 
senso, poiché V interesse di un argomento è funzione del tempo e del luogo in 
cui si enuncia , ed anche delle cognizioni, dei gusti, ecc., della persona che giu- 
dica. G a 1 o i s insegni. 

Minor elasticità di giudizio avrebbe la novità deirargomento ('). 

Indubbiamente in ogni scienza un fatto nuovo è un acquisto. Di esso però le 
conseguenze non si possono prevedere, tanti sono i minuti incidenti che possono 
avviare i contemporanei in un modo o neir altro; ma il carattere della novità dà 
all' argomento un valore indiscutibile, che deve essere tanto più notevole, quanto 
meno si sarà sicuri a priori dei risultati presentati, o quanto più si dubita di 



(«) Cfr. il già citato Bollettino della P. I. 

(*) Cfr. Segre 1. e. p. 87. 

(') Beninteso che un risultato non nuovo può in certi casi esser meritevole 
per l'autore quanto e più di un risultato nuovo; sia perchè egli poteva ignorarlo, 
sia per una via nuova di ricerca. 
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essi. Né le ricerche (ed io sono orgoglioso di veder condiviso questo mio criterio 
da eccelse personalità scientifiche) si giudicano dagli errori. Un abbaglio in una 
teoria nuova ed in gestazione in qual'epoca non si è preso? Qual'è quel matematico 
che non ha errato qualche volta? Ella è abbastanza inoltrata nella scienza geometrica 
ed analitica per non saperlo. E mi dica inoltre, Ella che mi accusa di fare con ogni 
Nota soltanto un piccolo passo nella questione che ho trattata, quale scoverta scien- 
tifica non è stata preparata da piccoli passi fatti da sé o dagli altri in un tempo 
più meno vicino o remoto ? Quale scoperta si può dire che sia nata in una 
notte sola come quei giganteschi funghi delle regioni tropicali, che si trovano 
a! mattino belli e maturati ? Per me io non conosco nella Storia delle Matema- 
tiche, che piccoli passi fatti dalla Scienza; la maggior fortuna V hanno quelli a 
cai non si contrappone la congiura del silenzio, o quelli che, raggiunta una vetta 
da cui tutto si scopre l'orizzonte più o meno largo, mostrano agli altri le cose 
chiare ed ordinate. Ma anche ai meno fortunati la Storia Banchina e non tarda ad 
assegnare il loro merito. Ed ora , ritornando al mio argomento , Ella non può 
negare che la gonalità è un elemento nuovo delle curve e per giunta intravisto 
e desiderato; che questo carattere 6 invariantivo e fa concorrenza al genere delle 
curve; che lo studio di questo carattere era anche desiderato in Italia (basta ci- 
tare che fra quelli che ne hanno inculcata la ricerca vi è il Se gre stesso); lo 
è ancora fuori d' Italia (lo raccomandano il Klein e tanti altri) e che se la 
geometria tratta ora in special modo solo il caso di A; = 2 è perchè solo esso si 
presenta semplice e piano. 

Dippiti Ella non può negare che le curve da me esaminate sono tutto (quasi) 
singolari nel loro genere, cioè tutte a moduli particolari, e che queste curve sin- 
golari sono ancora sconosciute, sono refrattarie alle solite ricerche, sono financo 
refrattarie air alta analisi. Non è dunque esagerato il credere che col mio studio 
(per quanto finora io abbia limitato il campo delle ricerche) io abbia fatto cosa 
utile alla Scienza. 

e) Ma Ella aggiunge che nel ricercare io ho deviato dalla diritta via, poiché 
ho imposto alle curve una restrizione di natura proiettiva, e per convincermi che 
ho fatto male con ciò, si è messo in mente, e mi attribuisce Terrore di credere, 
che la serie segata dalle curve di ordine m — A: — 1 aggiunte ad una C* si tra- 
sforma nella serie segata dalle curve di ordine m' — A: — 1 aggiunte ad una C**' 
che sia in corrispondenza birazionale con C". 

Ma io lo so che ciò in generale non avviene, mi meraviglio solo della Sua 
fissazione a questo riguardo (*>, e della condiscendenza con la quale altri hanno 
accettata la Sua opinione. 

Ella ha inoltre il torto di non voler vedere che, se la diritta via avesse condotto 
allo scopo, anche prima che io avessi incominciato a lavorare, Targomento della go- 
nalità sarebbe stato un campo mietuto, e per la qualità, e per la forza degli uomini 
che di essa si occupavano. E che la questione dei punti fissi delle serie segate sulle 
curve algebriche di gonalità A:>2, che l'illustre geometra Bertini dichiarava 
nel 1893 importante e difficile, tanto che a lui non sembrava convincente ciò che 



(*) Si confronti la nota (1) a p. 300. 

VOL. XL. 89 
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ne aveva scritto il Bobek, non avrebbe aspettato il 1900 per fare un piccol 
passo collo mie ristrette teorie. 

Io ho invece il torto di aver prestato orecchio al suggerimento dato dal 
sommo Descartes a chi cerca la verità nella Scienza: De diviser chactine des 
dìfficultés que f examinerais en autant de j^^'^'ceUes qu* il se pourrait et qit il 
serali requis pour le mieux résoudre. 

d). Quando però Ella mi dice che, col porre la restrizione della esistenza delle 
curve aggiunte di ord. m - k— 1 , non studio più curve k-gonuVì iJaHicolarif ma 
soltanto curve fc-gonali piane proiettioamente particolari, Ella (mi permetta) non 
sta nel vero, ed è come se Ella dicesse che studiando le proprietà delle coniche sul 
cerchio non si facesse cosa utile per le coniche, ma studicvssi solo il cerchio. Ella 
scambia in sostanza il fine col mezzo. Lo studio delle curve fc-gonali, fatto sulle 
curve che hanno curve aggiunte minime non è il fine delle ricerche, ma il mezzo 
di pervenire a tutto lo studio completo; poiché, quando avessi ricercate le proprietà 
di queste, sapendo che le proprietà enunciate per le sole serie lineari di dimen- 
sione 2, 3, 4, ecc , e non per le curve che lo segano , restano invarianti ve per 
trasformazioni bi razionali, io avrei fatto così lo studio di tutte le curve che da 
quelle prese da me come tipo si ottengono per trasformazioni bìrazionali nel 
piano nello spazio a qualsiasi numero di dimensione. E , siccome fra quelle 
del piano si avranno pure curve di cui non esistono le curve aggiunte di or- 
dine m' — /e— 1 , io vengo ad ottenere lo studio delle curve A:-gonali che pur non 
hanno quella restrizione di aver curve aggiunte minime di queir ordine. Benin- 
teso che non avrei studiate le curve che non possono trasformarci in alcun modo 
in quelle da me prese a base delle mie ricerche, come non si pretenderebbe lo 
studio della cubica piana generale da quello della circonferenza. 

In conchiusione in che consiste la differenza fra il mio metodo di ricerche 
e quello che Ella vorrebbe consigliare ? che Elia vorrebbe studiare le curve 
prese nelle forme più complicate (e riesce quasi sempre a metter le mani sulle 
curve generali nel genere) per ritrovare da quelle le forme più semplici a cui 
esse sono riducibili (curve normali); io invece ho preso intuitivamente a studiare 
quelle che sono possibilmente curve normali per ricavare da esse lo studio delle 
curve più complicate per V ordine loro e per lo spazio in cui stanno. È que- 
stione d' inversione di cammino che non ha impedito che già ci fossimo parec- 
chie volte incontrati. 

Come Ella vede dunque, non è giusto dire che io studii soltanto curve piane 
proiettivamente particolari; non è vero che io finisca collo studiare solo quelle 
che hanno curve aggiunte di ordine m — A:— 1; è l'apparenza che inganna. Se 
d'altra parte Ella mi vuole accusare di aver fatto troppo poco cammino , io pel 
primo batto le mani e Le dico che ha ragione, perche io più di tutti posso giu- 
dicare quanto cammino e' è ancora da percorrere, quante difficoltà sono ancora 
da superare e quante svariate e ricche applicazioni si possono fare con questa 
teoria alla mano. Ma il poco cammino fatto è sufficiente a che gli altri compiano 
un cammino rapido e fecondo. Ormai la porta è aperta e tutti possono pas- 
sare liberamente. 
• •••••.,•••••• • t* 

Sejano (Napoli), 2 Ottobre, 1901. 
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SOPRA 
UNA GENERALIZZAZIONE DELLA TEORfA DEI DETERMINANTI 

NOTA 

DEL 

Dott. NICOLÒ TRAVERSO in Alba. 



§ III. 

Vari metodi di sviluppo di un iperdeterminante rettangolare 
e di un emideterm inante. 

Gli iperdeterminanti rettangolari, possono, come i determinanti, essere svi- 
luppati in differenti modi, dei quali mi occupo nella parte rimanente di questo 
lavoro. Premetto intanto la spiegazione di alcuni simboli che saranno adoperati 
frequentemente. 

Dato un prodotto , i cui fattori siano numeri rappresentati ciascuno da una 
lettera, per es. la lettera a, munita di due indici, diremo prima successione di 
indici di quel prodotto, o relativa a quel prodotto, la successione dei primi in- 
dici delle a, e seconda successione quella dei secondi indici. Intenderemo poi 
sempre stabilita tra gli indici delle due successioni una corrispondenza univoca, 
ritenendo corrispondenti il 1* e 2® indice di una medesima a. Anche le due suc- 
cessioni si diranno corrispondenti. 

Una successione » . . . i di s indici tutti uguali ad i si rappresenterà col sim- 
bolo i^'^ ; una successione come >!i . . . >i, col simbolo r^ ,) ; in generale rappresen- 
teremo una successione di indici od elementi scrivendo l'ultimo di essi, e met- 
tendo in parentesi quella parte di esso che varia da indice ad indice e che ha 
per più piccolo valore l'unità per es. ay,, , rappresenta la successione 



V; 



Pii») rappresenta la succesione jOn , i?» • • • Pig- Invece una successione come 
1*7^f+i •••^D (^ > *)> verrà rappresentata col simbolo y^,^rn Così ad es. ^i.r^,, ^j 
rappresenta la successione 0, ^ , 6, , , . . . , 0, ^ . (y > w). 

Siano A ed A' i segni rappresentativi di due successioni corrispondenti di 
indici (per es. il segno rappresentativo della successione >j, ... yj, sarebbe A^y; ,0' 
diremo che due elementi di una delle due successioni fanno inversione^ quando i loro 
corrispondenti nelTaltra sono disuguali, e relemento maggiore è a sinistra del mino- 
re. Il numero delle inversioni contenute in A si indicherà con (A); quello delle inver- 
sioni contenute in A' con (A'). Se due successioni A e B corrispondono rispet- 
tivamente a due altre A' , B', il numero delle inversioni formate da due elementi 
l'uno di A e Taltro di B, non corrispondenti ad elementi uguali di A' e B', si 
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icdicherà con (A , B). Se gli elementi di A sono in numero di a, e tatti diversi 
da quelli di fi in numero di ^, e se inoltre quelli di A' sono tutti differenti da 
quelli di B', sarà evidentemente (A ,B) + (B, A) = ag. Se una successione con- 
tiene un solo elemento, essa verrà rappresentata col simbolo indicante queirele- 
mento. Per rappresentare il fatto che una successione A è costituita da altre 
B , C . D , . . . consecutive, scriveremo A = BfC + D + ... 

É chiaro che se una successione A corrisponde ad un' altra A' , ed è la 
somma di due successioni B , C , rispettivamente corrispondenti a duo altre B',C', 
aventi per somma A, si ha: 

(A) ^ (B) + (C) + (B , C). 

Scrivendo in seguito | termine | di un iperdeterminante intenderemo di con- 
siderare tal termine in valore e segno ; scrìvendo termine (non chiuso tra due 
traili verticali) intenderemo di considerare soltanto il suo valore assoluto. 

Occupiamoci ora dei vari metodi per sviluppare un iperdeterminante e pre- 
mettiamo anzitutto un'osservazione d'indole generale. Consideriamo il solito iper- 
determinante P, e supponiamo data una legge la quale permetta di costrurre 
una più coppie di polinomi I, J, , . . . I^, Jp . . . , tali che moltiplicando ciascun 
termine di ogni I per ciascuno del corrispondente J, si ottengano una volta sola 
tutti i termini di D. 

Sia P un particolar tonnine di D ; fra gli I e gli J, ve ne saranno due 1^ 
ed Jp corrispondenti, rispettivamente contenenti due monomi A , B, che molti- 
plicati fra loro produrranno P. Siano S ed S' le successioni 1* o 2» di P , S^ 
ed Sa quelle di A, S^ ed S^' quelle di B ; poniamo e = (S) 4 (S') ; s^ = (SJ + (S'^) 
^b = ^Sft) + tSft')* Il sogno di P, considerato come | termine | di D, sarà quello di 

(- 1 A ossia di (-l)^-^^*^ '«•«*> + (««•'«*'>. 

Supponiamo ora che la coppia di polinomi IpJp, rispettivamente contenenti 
A e B, sìa una coppia dì iperdeterminanti ; allora al | termino | A di Ip compete 

il segno di (- 1) * ed al | termine] B di Jp il segno di (-1) *. Noi potremo 
dunque dire che P è uguale al prodotto di un | termine | A di Ip per un | ter- 
mine I B di Jp, preso (quest'ultimo | termine | ) col segno di (- 1) dove 

So = (Sa , S^) + (S'„ , S'^^. 

Se in particolare So fosse costante per tutti i | termini | di D ottenuti moltipli- 
cando un sol I termine I di Ip per tutto l'Jp corrispondente, potendo però Zq 
variare, sia al variare del | termine | di Ip che si cousidern, sia al variare di p, 
si potrebbe dire che D è la somma dei prodotti ottenuti moltiplicando ciascun 
I termine | di ogni I per l'iperdeterminante J corrispondente preso col segno di 

e 

(— 1),**. E se ancora la somma s^ fosse costante per tutti i | termini | di D ot- 
tenuti moltiplicando ciascun I per il corrispondente J, potendo però variare al 
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variare deiriperdeterminante I che si considera, (ciò accade ad es. se D è un 
determinante e si assume per I un minore conlenato in alcune linee parallele 
e per J il minore complementare), sì potrebbe dire che D è uguale alla somma 
dei prodotti ottenuti moltiplicando ciascun I per il corrispondente J, preso col 

sogno di (1) ^, 

Consideriamo ora Tiperdeterminante 



w, . . . . 


• • • • «^n 


\a • • • 


... a 
... a 






Vi • • • 


. . . a 



Pi 



Ps 



formato colle orizzontali d'ordine pi < p, < ... < &, di D, rispettivamente di grado 
^p 7 • • • > ^p » e supponiamo che i gradi «;,,..., t^?,^ delle verticali costituiscano 

un sistema di numeri tali che : 



tv, + . , . ^ u),, = r^ + . . . 4. rp ; Wf, < Vf,. 



(6) 



Conveniamo inoltre che una o più delle w possano essere nulle, ed in tal 
caso immaginiamo soppresse neiriperdeterminante I le verticali aventi per grado 
le w nulle. Consideriamo ancora Tiperdeterminante 



V. - to. 



v.. - w„ 



J = 



9h- 1 



Pa+1 



ottenuto da D sopprimendo le orizzonlali d'ordine p, , ... , p, , ed assumendo per 
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gradi delle verticali i numeri t?| — 1«?, , . . . , v„ — «?„. Il prodotto di un termine 
di I per uno di J è ^ o si può mettere, sotto la forma: 



/« ...a ...a - ...a . \ X /«, , — «^ , ••• « , — « , \ 

( Pi7n ?i\^ ?Ji P.,0^ \ ( hf^i h\^ wi,fc^ wi,'.-^ A 



B 

Siano al solito S ed S', S^ ed S'^ , S^ ed S'^ la 1© e 2® successione rispet- 
tivamente di tutto il prodotto (7), della parte A e della parte B. Evidentemente 
il prodotto (7) è un termine di D, e viceversa ogni termine di D è il prodotto 
di qualche termine di un I per un termine del corrispondente J. Diciamo pro- 
dotto parziale contenuto nelle orizzontali d'ordine p, , ... , p, di D, il prodotto A 

preso col segno di (—1)"", e diciamo complemento algebl*ico di tal prodotto par- 
ziale la somma algebrica dei | termini | di J, presi ciascuno col segno C—^) ^ l*) 
Notiamo poi che la parte (S'^ , S'^) di z^ è costante per tutti i | termini di uno 
stesso J, e si può esprimere mediante le v e w. Infatti poiché S'„ contiene «?,• 
volte rindice t, (i = 1 , ... , w), ed S'^ lo contiene v^ — to,- volte, si ha : 

isn fan 

(S'a , S'^) = 2j Wiiv, 4 ... -V w<-,) - 5] w^{w, + ...tu,^,) (8) 

ritenendo Vq — Wq = 0. 

Possiamo ora evidentemente affermare che : un iperdeterminante è uguale 
alla somma dei prodotti parziali contenuti nelle orizzentali d* ordine Pi , . . . , p,, 
rispettivamente moltiplicati per i loro complementi algebrici. 

Se con [IJJ rappresentiamo la somma dei prodotti parziali contenuti in I 
(sono I termini ! di I) per i rispettivi complementi algebrici, potremo scrivere 

D= 5] [IJ] (9) 

intendendo il segno S esteso a tutti i sistemi di valori positivi interi, anche nulli, 
delle Wf soddisfacenti le (6). 

Analoga conclusione sussiste relativamente alle verticali di D. 

Se « = 1, la (9) permette di sviluppare un iperdeterminante secondo i pro- 
dotti parziali contenuti in una linea, per es. la i*"" orizzontale. In tal caso le to 
non possono superare l'unità, e gli iperdeterminanti I contengono ciascuno un 
sol termine, che è uno dei prodotti r^ ad r,- degli elementi della e^" orizzontale 



V*) Il segno definitivo di ognuno di essi è pertanto quello di (- 1) * 
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Se A ss a ... a. , è uno di essi, Q<^ <>,<...< X ), 

preso col segno + , giacché s^ = 0. Si ha quindi 



evidentemente deve essere " 



D= 2 [(v,-"vJ'^] 



(IO) 



\-\ 



dove il segno - va esteso a tutte le combinazioni r,- ad r< degli indici 1, ... n 
ed J è il complemento algebrico di a a.. , ossia è riperdeterminante 



V, ..., i; - 1 ,...,«-1 ,... r« 
^ S Vi 



Un 



'm! 



♦•f-l 



'•+1 



Sq essendo 



Ogni I termine I B di esso va preso col segno di (—1) 

La parte II , S'^j di s^ è costante per tutti i | termini | di un dato J, 



Si ha: 



e quindi: 






;=r^ 



;=*•< 



r,(r,-l) 



(V,) ' ^'0 = ? ^^' ' ^'^^" ^ (^. -^ ••• + V^^ " 2 



(11) 



che poteva anche dedursi dalla (8), dando ad i soltanto i valori l, , ... X , e ri- 
tenendo tt;^ = se i -/=: X, , ... , X ; u?^ = 1 se i = X, , ... X 
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La forinola (9) può utilmente modificarBi se D è un emideterminante verti- 
cale. Sia esso 



*ii 



^ml 



In tal caso (si esamini il prodotto (7)) gli indici di S'^, come pure quelli 
di S'^ , sono tutti differenti e complessivamente costituiscono la serie degli in- 
dici 1 , . . . , n. Si ha pertanto: 



(So , S,) =^(p/ V , S,) =2 r^. [(r, + . . . + r^^ . i) - (r^^ + r^^ + . . . + r^^J ]=Q 



(12) 



(S'„,SV = i],+ ... + V +.•• + «,+ ...+ 6r. -^^Sj^' = lt| + -..+ ttz- 



z(a+l) 

■e,' 2 ' 



'" 2 



'=Q' 



dove ^ = ^p, + '•^j + • • • + *'^^ ^ A® Hi I • • • > 1*2 non sono che le >), , ... 0^ disposte 

in ordine crescente. 

Chiamiamo Temideterminante 



A'= a 



Pii^i 



"i^.f^i 



Pii^z 



""e.^z ^z'. 



dì 8 orizzontali e z verticali, un minore contenuto nelle orizzontali Pi"*** , . . . , Pa*"* 
di A. È chiaro che il prodotto A è un termine di A', e che nelle suddette « oriz- 

zotali di A sono contenuti \J^\ emidetermìnanti analoghi a A', quante cioè sono 

le combinazioni z & z degli indici 1, 2, . . . ?i; (una di esse è appunto la {Xi . . . {jlJ. 
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Consideriamo ora il semideterminante 



A"= a„ 



"in '^1 



*inì 






^p.-l 



t'i'^ 



ottinuto da 1 sopprimendo le orizzontali p," 



p,***" e le verticali [jl," 



e chiamiamolo complemento algebrico di A', se preso col segno di (- 1)*^"^^, dove 
Q e Q' hanno il valore dato dalle (12). Senz'altri schiarimenti il lettore compren- 
de che possiamo concludere: Un emideterminante verticale {orizzontale) è uguale 
alla somma dei prodotti dei minori contenuti in s orizzontali (verticali) per i 
rispettivi complementi algebrici ('). 

Se a — 1 abbiamo: Un emideterminante verticale {orizzontale) è uguale alla 
somma dei prodotti ottenuti moltiplicando i prodotti v^ ed \\ della i""* orizzontale 
{verticale) per i loro complementi algebrici. In tal caso se è a^ y ... a^ i uno 

di tali prodotti, il segno del suo complemento algebrico è quello di (- l)*^"^^', 
essendo: 



Q=r,<r4 + ... + r,._,) 



Q' = X4 + ... + 1^" 



rjjrj 4- 1) 
2 



Volendo lo sviluppo di D secondo i prodotti parziali contenuti nelle prime 
nelle ultime S orizzontali possiamo ancora servirci della (9). In tali casi però 
il valore di £„ = (S^ 8^) + (8'^ 8'^) è costante per tutti i (termini) di ogni J e lo 



(*) È facile verificare che nel caso dei comuni determinanti la somma Q + Q 
ha la stessa parità di (pi + . . . + p,) + ([J^, + . . . + I^,) ; « = *. 
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si paò esprimere mediante le v, w ed r. Consideriamo dapprima lo sviluppo se- 
condo le prime s orizzontali. Allora il prodotto (7) assume la forma 

A ' " B ' ~ 

£yidentemente (Sa, Sj)=0. Dicendo 6,<*' il valore di Ej , si ha: 

(3/) = (S', S'») (13) 

dove (S'a , S'^) ha il valore assegnatole dalla (8). Se dunque è «?|+...+t£?,,=r4+...+r, 
e conveniamo di chiamare riperdeterminante 



!(.) = 



ti). 


.... w 






• • • . M/^ 






a,_ 


■Ti 


"■il 


**!» 


' f 


• 


• 


«.1 


««n 


*•» 



un minore contenuto nelle prime s orizzontali di D, (alcune delle w possono an- 
che essere nulle, nel qual caso devonsi immaginare soppresse in I(,) le verticali 
ad esse corrispondenti), e V iperdeterminante 






v^-w 



a 



«+i,i 



^••»-«,n 



*m,l 



*•.+ ! 



(v,. — «7i>0), coniugato algebrico di I(,) , purché preso col segno di (- 1) ^ , po- 
tremo dire che: 

Un iperdeterminante è uguale alla somma dei prodotti ottennuti moltipli- 
cando i minori contenenli nelle prime s orizzontali per i loro coniugati algebrici. 
E se « = 1, si ha: 

Un iperdeterminante è uguale alla somma dei prodotti (positivi) r, ad r, 
della 1^ orizzontale^ moltiplicati per i loro coniugati algebrici. 
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Il coniugato algebrico del prodotto «t i • • • ^i i ^ riperdeterminante 



J(0 = 



Vi , ... , i?5^ - 1 , ... , rj, - 1 , ... , v„ 



*ti 



*mi 



^m 



e va preso col segno di {- 1) ® , essendo 



•—'1 



r|(r,-l) 



come risulta dalla (13) , ponendo « = 1 , e calcolando il valore del 2© membro 
mediante la (8) , nella quale deve ritenersi w^ = 1 se i =■ X, , . . . X : m?^ = se 



r,. 



Nel caso di un emideterminante verticale i risultati precedenti sussistono. In 
ciascun sistema delle w, ve ne sono allora soltanto Ti -f . . . + r, = v diverse da 
zero ed uguali all' unità. Se esse sono \e w^ . . .,w , vale a dire se nel sìste- 

ma ^c^ , , . , w^ che si considera occupano i posti e, , . . . a^ , si ha : 



6o^'^ = (a, + . . . + a,) - 



v(v + 1) 



Basta infatti nel 2® membro della (8) ritenere u;^ = se i =|= a, . . . o^; «7^ = 1 
e t7, = Vj = . . . = v„ = 1 se i = 0| , . . • a^ , e si ha il valore suddetto di Sq^*>. 

Nel caso poi dello sviluppo di un emideterminante secondo i prodotti 
"l X • • ' ^1 X ^^^^^ ^* orizzontale, si dovrà ritenere 

C^ - A, + . . . + A^^ 2 

Occupiamoci ora dello sviluppo deiriperdeterniinantc D secondo le ultime s 
orizzontali. 
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Ponendo p, =»»-« + !, p, = TO-« + 2,...p, = m, il prodotto (7) diventa: 

w) 



e %i-t i l,»i, -"m-j+l,»!^ ""«i,*, "'%,0 "^ ^ 



tn-a-Ki 



X 



(^l,h. '"^l,/i^^-'«m-a,A:, '••^m-.ir,A:^.^_^). (7") 



B 



Diciamo 6oW il valore che assume in tal caso la somma s^ = (8^,8^) + (S'^ , S'j,). 
Consideriamo un elemento (fattore) a^ di A. L'indice x di esso appartiene ad S^ 
e fa inversione con tutti gli elementi di Sj, , meno quelli ai quali appartiene y 
di S'^ i quali sono in numero di v^ — Wy ; tali inversioni sono dunque in numero 
di r, + ... 4- r^., - (vy - Wy). Poniamo r, + . . . i r,^., = 5,; r^_^^^ + . . . + r^ = E». 
Avremo: 

(Sa,S,)= j(r, + ... + r^.,) - (^71, ~ ^»j,)[ + ... + i(r, + ... + r^^) - fv^ - w^ V 



ossia 



(Sa , S^ì = S, 5, - (t^i «^t f . . . + V« W^ J + (^i' + . . . + t^n*) 



giacché la S^ contiene w^ volte T indice 1 ,. .w^ Tindlce n. Il valore di (8'^, , 8'^) 
è dato dalla (8); pertanto: 



i>»n 



i>»n 



SoW = $i5i + 2^ t(?,(y, + . . . + v,.. , - t?,.) - 2j ^« (*^» + • • • + ^1-1 " ^t) (^^) 



t=« 



1=1 



ritenendo v^^^w^^O. 8e dunque, essendo' ti?, h . . . + 1/;^ -- »•«!_,+, + ... + r^; (*«^* <t?*)j 
chiamiamo V iperdeterminante 






*!/•-• 4- »,1 



«m.i 



«?« 



a, 



'm-«4-l,fi 



^'«-•+1 



un minore contenuto nelle ultime 8 orizzontali di D, e Tiperdeterminante 



T _ v, - tt? 



1 ' 



v^-w^ 



«-«,1 



^«i-«,« *Va-* 
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x6„W 



preso col segno di (—1)® , aggiunto algebrico di If«] ; possono asserire 
che : 

Un iperdeterminante è ugnale alla somma dei prodotti ottenuti moltiplicando 
ciascun minore contenute nelle uUime s orizzonteli per il suo aggiunto algebrico, 
E se 5= 1, si ha: Uu iperdeterminante è ugnale alla somma dei prodotti ottenuti 
moltiplicando i prodotti (positivi) r^ ed r„ delV ultimo orizzontale per i rispet- 
tivi aggiunti algebrici, 

V aggiunto algebrico del prodotto a .... a > h V iperdeterminante 



j^'^ = 



», ... 


'X 


-1, 


. . . , t?. - 


-1, 


...«, 




«11 • 


• • 


. • 


. . • • 


• 


• «in 


r 


• a 

««-l,i 


• • 


• • 


• • • . 


• 


««-«,n 


r. 



e va preso col segno di (— 1)^0 , essendo: 
•='-111 



W 



t=l * MI 



dove [x = r, + . . . + r^_,. 

Tale valore di t}^^ si deduce dalla (14) ponendo » = 1 , e ritenendo nel 2» 
membro i(?< = , se i =|= X, , . . . X . ; t(?^ = v^ = 1, se t = X, , . . . X . Se D ò un 

emidetermìnante verticale da sviluppparsi secondo le ultime s orizzontali, 1 ri- 
sultati precedenti sussistono ancora. In tal caso ciascun sistema delle w ne con- 
tiene soltanto r^.g^i + • • • + r^ = Ej diverse da zero ed uguali ad 1 . Se esse sono 
le w^ , ... w , vale a dire se nel sistema w, . . . u;^ che si considera occupano i 



posti 0, , ... e. , si ha|: 



E,(2$,-5,-'l) 



6,[,'] = (o, + ... + oJ+ ^ 



il qual valore di zj-'^ si ottiene dalla (14) dando, nel 2© membro, ad i solamente 
i valori 0| , . . . . 0. e ritenendo w^ = 0, se t =1= a- , . . . . c^ ; u?^ = t?^ = 1, se 

'2 9 St 



l =c, , 



Se 5 = 1, vale a dire se si vuole sviluppare un emideterminante verticale se* 
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condo i prodotti (positivi) o_, -j ...o„i dell' altima orizzontale, si dovrà as- 

ri\ . . , W(2|jl — m-1) 



snmere 



forinola che si deduco dalla precedente ponendo 8 = 1, sostituendo le X alle a, 
e ritenendo jji = $, = r^ 4- . . . + r,,.| ; S, = m. 



§ IV. 



Applicazione della formala (9). 



Occupiamoci ora di una applicazione della formola (9). Supponiamo 8 = 2 e 
siano I, jj {i <j)j ì numeri d' ordine delle orizzontali di D contenute ncll'iperde- 
terminante L Le w dovranno allora soddisfare alle condizioni: 



«^1 + + «?« = ^» + r/ ; 2 >ti;jk < V* 



(15) 



Consideriamo un particolare sistema di valori delle w soddisfacenti le (15). 
Tra esse ve ne sarà un certo numero q uguali a 2; le indicheremo con w , ,.w 

Esaminiamo il termine di D: 



(^1. "• \r„\n,^r\\%yi. - %n,%^. '■' %^r,-,) 



{^l,\ - %h^^ - Vfe, - V*^^ ). (16) 



Esso può considerarsi come prodotto di un termine A di 



i.= 



«>, . . 


. . 2 . . . 


. 2 . . . 


■ «>n 


«<1 • • 


'•\r,,' 


•\%- 


• «<» 


aj, . . 


• • «,-.«. • 




• «/» 
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w, - IP, , ... ,i7jj^ - 2 , ... , t>^^- 2 , ... ,««-»„ 



»ii 



*ln 



*ml 



'^t-.t 



'l+t 



r>-i 



'V+i 



»•«. 



Ora si ha : 



®« -'"" + V !,'•*) +''"> + Vv- 3) 



e quindi 



(S'a) = Cl(,) . \l,r,-g))+Cl(9+l,r,) ' l'»') + CCs+l,»-,) ' *(l,r,-9)> 

Essendo poi i < ; , sarà (8^) = 0. 

Diciamo D' l'iperdeterminante ottenuto da D scambiando le orizzontali »'"** 
ed y"", e corrispondentemente r^. con vj. Se nel prodotto (16) sostituiamo 

otteniamo il termine di D' 

B' 
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ed è chiaro che operando analogamente sui rimanenti termini di D, si otten- 
gono i rimanenti termini di D', ciascuno una volta. 

Siano S^' , S'a' le due successioni 1» e 2» di A' , S^^ ed S^ quelle di B' e si 
ponga 

e.' = (Sa) + (S',.) ; ej- = (S».) + (S'j) ; e.. = (S., S»-) + (S'.. S'».). 

Si ha intanto : 

(SJ = 0. 
E poiché 

sarà 

(SV) = (1.,) , \^l,r,))H\l,rj-q) ' '"«0 + (*(l,r,-3) • "(^H-l.r,))' 

Risulta che (S'^) ed (S'^O sono ciascuno una somma di tre termini. 

Ora sommando il 1^ termine di (S'J col 2o di (S'^Oi si ottiene evidente- 
mente q{rj — q) ; sommando il 2^ di (S^r) col lo di (S'„ ), si ottiene ^(r,- — q); infine 
sommando il 3o termine di (S'J col 3o di (S'^.), si ottiene (r^ - q) (rj — q). 
Pertanto: 

(S a) + (SV) = «(^-rf - (?) + (ZO-j - (Z) + (^i - 9) (»v - ^) 

e quindi si può concludere che la somma (S'^) + (S'^^) ha la stessa parità di r^ rj-\-q. 

Adunque i segni di (—1)^ •' e (- 1)^ *^^ coincideranno o no secondochè 
Ti rj-\^qè pari o dispari. Ora il segno del |termine| (16) di D è quello di 

(- l)^fl+-6+^o . quello del |termine[ (17) di D' è il segno di [-. ifa'^h'-^^o\ l^a 
poiché; 

(S,ì = (8..) = ; (3,) = (Sj.) ; (S'») = (S'4.) ; (S» , S») = (8„, , 8» ) ; (S'„ , S',) = (8 V , 8',.) 

le somme 

^a + 6ft + So ; «a' + h' -^ ^0' 

avranno o non avranno la stessa parità , secondochè r^ r^ + j è pari o dispari; 
pertanto i segni dei |termini| (16) e (17) coincidono o no secondochè r^ rj + q 
è pari o disparì. 

Torniamo ora ai sistemi di valori delle w^ , ... , w^ soddisfacenti le (15). Evi- 
dentemente il minimo valore di 9 è lo zero; il massimo lo diremo o. (Se r, è il 
minore dei numeri r< , r^ , e X il numero delle v non inferiori a 2, sarà e = r, se 
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X>r; o = X, se X < r). Diremo pari o dispari un sistema di valori delle w^.,.w^, 
secondochè il valore di q ad esso corrispondente è pari o dispari. 

Immaginiamo ora T iperdeterminante D sviluppato secondo la formola (9). 
Scambiando in esso le orizzontali t"* ed J"'* coi rispettivi gradi , quei termini 
per 1 quali q è pari cambieranno o no di segno secondochè r^ ry è dispari o 
pari ; quelli invece per 1 quali q è dispari, cambieranno o no di segno secondo- 
chè il prodotto r^ r^ è pari o dispari. Avremo adunque se r^ rj è pari; 

g=0,2... 
D + D' = 2 2 [loJol 

il segno £ intendendosi esteso a tutti i sistemi pari delle ti7|...u7„, per i quali q 
assume valori pari > 2 ^ . . • fino al massimo numero pari contenuto in a ; avre- 
mo invece se r^ rj è dispari : 

D + D'=2 2 [^oJo] 

intendendo il segno £ esteso ai sistemi dispari delle w^ ... w^j per i quali q as- 
sume i valori dispari 1,3,..., fino al massimo numero dispari contenuto in a 
(notisi che [Iq^JoI ha qui il significato attribuito ad [I J] nella (9)). 

Tali conclusioni applicate ad un semideterminante ci permettono di asserire. 

8e in un emideterminante verticale, si scambiano due orizzontali dei gradi 
Ti ed Tj esso cambia o no di segno secondochè il prodotto r< r^- è dispari o pari, 

§ V. 

Altri metodi di sviluppo di un iperdeterminante rettangolare. 

Se r^ è il grado dell'orizzontale i^ del solito iperdeterminante D , la for- 
mola (10) ci insegna a svilupparlo secondo i prodotti r^ ad r^ degli elementi di 
tal orizzontale; possiamo però svilupparlo secondo i singoli elementi dell' oriz- 
zontale stessa. Infatti ogni termine di D contenente a^-, si può ridurre alla forma: 






(18) 



dove j è diverso da \ , ... , X ^- . Tra le a di B ve ne sono Vj — l aventi per 
secondo indice j; le indicheremo con a ... a ..Il prodotto B è evi- 
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dentemente nn termine dell'iperdeterminante 

«, . ■ . . ■ , «>-l , . 
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«<+«.* 
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• • • • 


• • ««« 



n-l 



*m 



ottenato da D, sostitaendo lo zero ad aijy e diminuendo di un'unità i gradi della 
verticale j"*"* e dell' orizzontale t** ; Evidentemente si ha (S^) = (S^O = (S^) = 0. 
Le inversioni che V i di a,y forma con S^, sono quelle ch'esso forma con 1,2,...,/—! 
meno quelle, se ve ne sono, eh' esso forma con 8| ... , «„^| , giacché a tali s di 
Sj corrisponde j in S^'. Adunque 

( Sa , S^) = r, + . . • + r^^, - ^t , «(„^-oj 
ed analogamente 

(S«' S^') = r, + . . . + tv», - (; , \r^^,) ) 
e quindi 

So = (ri + ... + »Vi) + («;, + ... + Vy.,) - ^(i , «(r^-,)) + (j , \r .-,))[. 

Diamo ora all'iperdeterminante S' il nome di complemento algebrico di a^y 

purché ogni suo ] termine | sia preso col segno di (— 1) ® . Allora al prodotto 
(18)^ considerato come prodotto di a^j per un | termine I B del suo complemento 

algebrico, compete il segno di (— 1) *^ * . Osserviamo poi che il | termine] (18) 
di D si può anche ottenere moltiplicando ciascuna delle a^ ^ , ... a/^x P^^ ^° 

1 termine | del rispettivo complemento algebrico ; possiamo adunque concludere. 
Un iperdeterminante è uguale ad — della somma dei prodotti ottenuti moltipli- 
cando gli elementi della i'"^ orizzontale {verticale) per i rispettivi complementi 
algebrici. 

Nel caso di un semìdeterminante verticale da svilupparsi secondo gli ele- 
menti della i^^ orizsontale, si assumerà: 

(Sa,S,) = r, + ...+ r,., ; (S'a , S',) = ; - 1 - (i , X^^^^^). 

Alba, Aprile 1900. 

Dott. Nicolò Traverso. 
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SOPRA 
UNA GENERALIZZAZIONE DELLA TEORIA D'^I DErK[.IIVVXri 

NOTA 

DBL 

Doti. NICOLÒ TRAVERSO in Alba. 



CORREZIONI ED AGGIUNTE 



Essendo già Stampata la 1* parte del presente lavoro nel Voi. XXXIX (1901) 
ho riscontrato nel rileggerla una inesattezza che rettifico colle seguenti correzioni 

Pag. 233— Quanto è scrìtto da « diciamo ora > (linea 5 dairalto) a e un ter- 
mine dell'iperdeterminante « (linea 17 dall'alto)^ va soppresso. 

Pag. 236— Linee 11 e 12 dall'alto. L'affermazione « (se r, + ... + r^=i?, + ... -H?^ 
come noi supponiamo ; esiste sempre almeno una Vr ... rjj » va 

soppressa. 
Pag, 236, ultima linea— Dopo il periodo « potremo dunque seguendo tal metodo 
formare tutti i termini deiriperdcterminante » si aggiunga: 
Affinchè, seguendo il metodo precedente, si possa costrurre almeno un ter- 
mine di un iperdeterminante , occorre che esista almeno una V . V esi- 

r, ... r^ 

stema di una V è evidentemente condizione sufficiente per VesUtema di un 

termine di un iperdeterminante, e facilmente si comprende com'essa sia anche 
condizione necessaria. Non deve credersi che se r, + ... + r^ = »i + — + v^ , esista 
sempre una V , od in altri termini l' iperdeterminante contenga sempre 

almeno un termine. 

Per 68. non contiene alcun termine riperdeterminaiite 

3 3 2 1 



«!• «It «•» «14 j 1 

<»«• «tt <>« "t« ^ 

«il «W ^MZ «14 . ^ 



giacché non può darsi che esso termine contensja le a delle orizzontali 2* e 3» 
e contemporaneamente contenga un solo elemento dell.^i 4^ verticale. 

Dott Nicolò Traverso. 
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SOPHUS I^IK 



DI 



FEDERICO ENGEL (') 



Traduzione di Ugo Amaldi 



Se la potenza inventiva è il vero criterio per misurare \s^ grandezza di un 
matematico, Sophds Lie deve essere annoverato fra i primi matematici di tutti 
i tempi. Solo pochissimi alle ricerche matematiche hanno dischiuso nuovi campi 
cosi estesi e fornito metodi cosi importanti e così fecondi , come egli ha fatto. 
I problemi , alla cui soluzione egli ha aperto la via, offrono ancora una ricca 
materia di lavoro per intere generazioni di matematici : e passerà lungo tempo 
prima che tutto sia compiutamente elaborato ciò che egli già conosceva e pos- 
sedeva, ma che andò pubblicando solo sotto forma di indicazioni assolutamente 
concise, senza poi più poterne dare una estesa esposizione. Ma gli impulsi, che 
con prodiga ricchezza egli ha distribuito, varranno ancora lungo tempo dopo e 
nessuno può prevedere quando mai la loro efficacia sarà esaurita, se pur ma 
ciò è in tutto possibile. 

Accanto alla potenza inventiva si richiede al matematico in modo partico- 
lare l'acume, e veramente il Lis fu ancora un matematico eccezionalmente acuto. 
Egli per altro non prodigava la sua perspicacia intorno ad un problema solo 
perchè fosse difficile o perchè già molti matematici vi avessero inutilmente pro- 
vato le loro forze. Tanto meno s' preoccupava di scovare le difficoltà che an- 
cora si possono colare in talune teorie apparentemente chiuse. Egli invece si 
adoprava a ricercar questioni, che avessero in sé un interesse e nel tempo stesso 
fossero risolubili; e in tal guisa gli accadde sovente di giungere, lungo il suo 
cammino, alla soluzione di problemi che avevano resa vana l'ingegnosità di ma- 



{*) Discorso tenuto per incarico della R. Società sassone delle scienze , nella 
seduta plenaria pubblica , in cui commemoravasi l' anniversario della morte del 
Leibniz (14 Novembre 1899;. 
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tematici eccellenti. Di tali successi egli ben poteva menar vanto ; ma ne fa or- 
goglioso solo perchè essi porgevano la prova a tutti manifesta dell'importanza 
e della fecondità del suo modo di porre le questioni e dei problemi che egli 
trattava. Di codesta prova, per sé stesso, egli non aveva bisogno, perchè se ne 
sentiva perfettamente sicuro, e la inccollabile convinzione che i suoi metodi e 
le sue teorie, foss'anche solo nel futuro, avrebbero alla fine trionfato, mai non 
lo ebbe ad abbandonare, nemmeno nei momenti più tristi in cui gli mancavano 
dintorno l'interessamento e il consenso. 

Tuttavia il carattere saliente del L i e è rimane la sua potenza inventiva , 
Toriginalità del suo pensiero matematico. Egli sdegnò di seguire la strada mae- 
stra, aperta a tutti, e camminò invece una via sua propria. Io vorrei parago- 
narlo a un battitore della foresta vergine, il quale anche là dove altri dispe- 
rano di «aprirsi un varco traverso la boscaglia, sa trovar sempre una via di 
uscita, anzi precisamente quella via che discopre le viste più amene su monti 
e valli romantiche, sino allora imprevedute. 

Il LiE non riconobbe così presto come altri grandi matematici la sua vo- 
cazione. Solo a ventisei anni senti di improvviso d'essere nato alla Matematica 
e subito in quel punto gli affluirono le idee in tal copia, che a mala pena si sa 
trovar l'uguale. Da quel giorno tre decenni ancora gli furono concessi per Io 
svolgimento delle sue idee, ed egli^ con la costanza propria del genio, a tale 
scopo infaticabilmente lavoro. Ma poiché in lui la foga di produrre il nuovo era 
sempre più possente del desiderio di condurre a perfezione il già conosciuto 
(fino air ultimo egli serbò non affievolita la sua attitudine alla scoperta) era ine- 
vitabile che le esposizioni destinate alla pubblicità delle singole sue ricerche, 
ne avessero a sofiì*ire. Spesso si accontentava di far conoscere quanto aveva tro- 
vato sotto forma di cenni al tutto concisi, talora a mala pena intelligibili, ed 
anche nelle sue Memorie dettagliate ed ampie non gli venne fatto di raggiun- 
gere quella calma e quella chiarezza classica, che noi ammiriamo nella esposi- 
zione dei grandi maestri della Matematica. Ma sebbene, sotto questo riguardo, 
egli rimanga inferiore alla maggior parte dei sommi matematici , non si deve 
attribuire a ciò soverchio peso. 

L' arte può bensì creare opere, che non soffrano della lima del tempo , ma 
per le opere dei matematici anche sommi vien giorno in cui esse cominciano a 
invecchiare, finché da ultimo non sopravvive più di esse se non la loro sostanza 
ideale, mentre la forma, che ad esse ha dato 1' autore, conserva ancora soltanto 
un interesse storico. Così, col volgere degli anni si dimenticherà alla fine che 
il L i e ha esposto in parte le sue idee sotto forma imperfetta; ed egli sarà co- 
nosciuto soltanto come il creatore di una serie di grandiose teorie, che nel frat- 
tempo avranno raggiunto bensì uno sviluppo e una perfezione ulteriore, ma ri- 
marranno sempre indissolubilmente legate al nome di lui. Allora non si saprà 
comprendere, come possa esservi stato un tempo, in cui la grandezza del L i e 
non era universalmente riconosciuta; allora egli vivrà nella stima di tutti i ma- 
tematici quale veramente uno dei sommi. 

La ricchezza delle idee del Lie e la varietà delle sue scoperte sono tali, 
che se io volessi trattar brevemente anche solo delle più importanti dovrei scri- 
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vere un intero libro, giacché una semplice enumerazione per una parte avrebbe 
un assai scarso valore e sarebbe difficilmente intelligibile, mentre d' altro canto 
non darebbe nessuna idea del modo di concepire del L i e e dei suoi metodi, 
che egli, come il Leibniz, poneva sempre al di sopra dei singoli risultati. Io 
quindi cercherò soltanto, per quanto mi sarà possibile, di delineare brevemente 
il primo nascere di alcune fra le più importanti teorie del Li e, cioè i primordi 
delle sue teorie di integrazione e della sua teoria dei gruppi; e intreccerò a que- 
sto schizzo il racconto della sua vita. 

Come parecchi altri grandi matematici (si ricordino soltanto T E u 1 e r , il 
connazionale del Lie N. H. Abel e il Riemann) Marius Sophus 
L i e era figlio di un pastore evangelico. Ultimo di sei figli, nacque il 17 Dicem- 
bre 1842 in Nordfjordeide suH' Eidsfjord , un ramo del Nordfjord , cosi ricco 
di bellezze naturali^ nella Prefettura norvegese di Bergenhus. Là crebbe, finché 
neir anno 1851 suo padre fu traslocato nella cittaduzza di Moss sul Kìnstiania" 
fjord. Dopo aver frequentato per sei anni le scuole del luogo, passò nel 1857 a 
Kristiania nella Scuola classica del Nissen e fu dal 1863 al 1865 studente 
all' Università di Kristiania. 

Come scolaro egli erasi quasi in tutte le materie ugualmente distinto e per- 
ciò al principio dei suoi studi universitari stette dubbioso se dovesse scegliere 
la facoltà di lettere o non piuttosto quella di scienze; ma alia fine si decise per 
per quest' ultima. Tuttavia neppure come studente egli mostrò una spiegata pre- 
dilezione per la Matematica, e né egli stesso, né alcuno dei suoi insegnanti pre- 
sentiva allora il genio matematico, che in lui era ancora sopito. Anche un corso 
sulla Teoria delle sostituzioni, che il L i e ascoltò nel 1862 da L. S y 1 o w, uno 
dei pochi conoscitori della teoria del 6 a 1 o i s che allora vivessero, non lasciò 
in lui, almeno per allora, alcuna durevole impressione, sebbene appunto Tana- 
logia con la teoria del G a 1 o i s fosse per avere nel seguito un cosi potente in- 
flusso suir indirizzo delle sue ricerche. 

Anche più tardi , come professore^ il L i e ebbe a lamentare , che gli stu- 
denti norvegesi siano cosi difficilmente condotti al lavoro originale; egli opinava 
che r errore fondamentale stia in ciò, che negli esami finali si richiede soltanto 
una fredda ripetizione, senza ombra di originalità. Secondo ogni apparenza, an- 
ch' egli, come studentCì ebbe a soffrire di codeste circostanze. 

Nel Dicembre del 1865 il L 1 e sostenne V esame di insegnante di Matema- 
tica e di Scienze naturali; ma, come già da studente era stato scontento di non 
sentirsi attratto in modo particolare verso nessun ramo di studi, fu allora 
maggiormente assalito da dubbi intorno alla carriera, cui doveva dedicarsi. I 
suoi amici, fra i quali merita particolarmente di essere ricordato l'attuale Asses- 
sore alla Coite Suprema Ernesto Motzfeld, si diedero ogni cura per strap- 
parlo ai pensieri tetri, cui si abbandonava. Per un certo tempo andò rivolgendo 
il pensiero di farsi Astronomo pratico, ma ben tosto lo abbandonò. Tuttavia 
tenne alla Società generale degli studenti pubbliche conferenze di Astronomia, 
le quali per la loro chiarezza e la loro originalità ottennero uno straordinario 
successo. Inoltre negli anni successivi diede lezioni private di Matematica, ed 
ebbe cosi occasione di occuparsi di speculazioni matematiche. Più tardi egli 
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amava ricordare come già fin da allora avesse molto meditato sin da principii 
della Geometria, sui quali solo molto tempo dopo doveva esser ricondotto dalla 
teoria dei gruppi. Egli infatti si industriò allora a costruire la Geometria sul 
concetto di sfera, analogamente a quanto avevano fatto il Lobatschefskij 
e W. Bolyai, dei quali certamente egli allora aveva a mala pena qualche 
notìzia. 

Fu intorno a quel tempo (correva l'anno 1868) che alla fine gli giunsero for- 
tuitamente fra mano i lavori del Poncelet e del Plflcker: un nuovo mondo 
gli si aperse dinnanzi e gli fu subitamente manifesto quale fosse la sua voca- 
zione. La foga della produzione matematica si destò in lui e con tanta maggior 
potenza, quanto più a lungo in lui essa erasi rimasta sopita. Ninna meraviglia, 
quindi; che egli per tutta la sua vita abbia avuto per il Poncelet e pel P 1 U- 
cker un culto particolare: egli attribuiva air influenza avuta su di lui dal Piti- 
e k e r cosi alta importanza che più tardi in un lavoro stampato si chiamò addi- 
rittura scolaro del Pitie ker sebbene egli non lo avesse mai veduto (Math. 
Ann., IX, pag. 246). 

Il L i e prese le mosse dall' idea del P 1 ti e h e r di introdurre come elementi 
dello spazio, anziché i punti, gli enti di una qualsivoglia schiera di superficie o 
di curve. Kare volte o giammai un' idea espressa da un matematico ha condotto, 
fra le mani di un altro, a conseguenze di cosi lunga portata, quali doveva avere 
codesta. Dal germe, che s' ascondeva nell' idea del P l ti e k e r , venne succes- 
sivamente svolgendosi nello spirito del L i e il concetto di una generale teoria 
della trasformazione, la cui elaborazione fu il problema di tutta intera la vita 
del L i e. 

Dapprima il Li e applicò le idee del Pltlcker per ottenere una rappre- 
sentazione geometrica sensìbile , nello spazio , dei punti e delle curve immagi- 
glnarie del piano; egli in sostanza, raggiunse codesto scopo, riferendo lo od^ rette 
immaginarie del piano alle oo^ rette reali dello spazio. Fu questo il primo esem- 
pio di rappresentazione: più tardi egli applicò codesto metodo della rappresen- 
tazione nei modi più vari! e più arditi e con una virtuosità che non ha l'uguale. 
Una stringatissima esposizione di alcune fra quelle prime ricerche egli fece pub- 
blicare al principio del 1869, a proprie spese, in un fascicoletto di otto pagine, 
in quarto, sotto il titolo: « Reprdsentation der Jmagintiren der Plangeometrie ». 
Per intromissione del professore 0. J. B r o e h codesta Nota fu , ancora nello 
stesso anno, pubblicata nel Giornale dal Creile (t. 70, pagg. 346-353). Gli riuscì 
invece molto difficile l'ottenere che il suo lavoro, che egli intanto aveva essen- 
zialmente ampliato, fosse accolto fra gli scritti della Società delle Scienze di 
Eristiania. I matematici Bjerknes e Broch, ai quali fu sottoposto il lavoro 
per il giudizio, lo trovarono troppo difficile ad essere compreso; e se alcuni al- 
tri Professori non s! fossero intromessi a favore del L i e , e sopratutto se alle 
premure assidue dell' amico Motzfeld non fosse riuscito di guadagnare alla cau- 
sa del L i e il filosofo M o n r a d , allora presidente della Società, 1' avvenire del 
L i e sarebbe stata minacciato. Ma in codesta guisa tutte le difficoltà furono su- 
perate e ne risultò alla fine che non solo fu accettata quella Memoria, la quale 
ricevette in seguito una continuazione nei 4c Forhandlinger > della Società , ma 
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anche (e questo fu il più importante) venne procurato al L i e uno « stipendio 
di viaggio » che gli rese possibile una lunga dimora air estero. 

Il L i e passò V inverno 1869—70 a Berlino. Egli vi frequentava i Seminari 
del W e i e r 8 t r a s 8 e del K u m m e r ; ma non era questa la sua occupazione 
principale. Egli sopratutto lavorava intorno alle sue ricerche personali ed inol- 
tre viveva nella più intrinseca consuetudine con Felice Klein, il quale pure 
trovavasi allora a Berlino. 

Egli intanto dalla sua teoria degli enti immaginari era stato condotto a stu- 
diare certi complessi di secondo grado, specialmente il complesso di tutte le od' 
rette, che incontrano le faccio di un tetraedro sotto un birapporto costante. In 
modo particolare studiò e integrò le equazioni differenziali che sono connesso con 
codesto complesso. 

A tale scopo egli applicava da una parte la circostanza che il complesso è 
trasformato in sé stesso dalle od' trasformazioni proiettive, che lasciano fermo il 
tetraedro, e dall' altra si valeva anche dì certe trasformazioni di contatto, a cui 
quel complesso conduce. Su codesti argomenti egli tenne una conferenza nel Se- 
minario del K u m m e r ed è ben degno di nota che il K u m m e r ; altre volte 
cosi ritenuto, ebbe a dire col Klein, nel gennaio del 1870 , che il L i e mo- 
strava di possedere un ingegno veramente straordinario. 

Al concetto di trasformazione di contatto il L i e era giunto , proseguendo 
r idea del P 1 ti e k e r di cambiare Telemento dello spazio. Il P l il e k e r aveva 
osservato che un' equazione della forma: Q (ce, y, X| » 2/i) = fa corrispondere ad 
ogni punto del piano x , y una certa curva del piano a)^, y» , e , reciproca- 
mente, ad ogni punto del piano x^ , 2/1 una certa curva del piano x, y. Ma, come 
pare, gli era sfuggito, che queir equazione fa corrispondere in generale ad ogni 
curva C del piano x, y una curva del piano x, , y^ , cioè T inviluppo delle od* 
curve che corrispondono agli 00* punti di C , di guisa che a due curve che si 
toccano corrispondono ancora in ogni caso due curve che si toccano. 

Il L i e , fatta questa osservazione , trasportò senz' altro codeste considera- 
zioni allo spazio e prese a studiare non solo il caso di un' equazione tra x, j/, z 
^ ^1 ; Vi 7 ^1 ; ^^ anche (e questo fu veramente un progresso essenziale) il caso 
di due equazioni 

Qi (aj, y, g, X4 , y» , «|) =0 , Q^ix, y , « , oc. , y^ , «,) = 0. 

Qui agli 00* punti dello spazio x, y, z corrispondono 00' curve dello spazio 
^i9 Vi } ^ì ® reciprocamente; cioè, come si esprimeva il L i e , ai punti dell' uno 
spazio corrisponde un certo complesso di curve dell' altro. Ne risultò che più 
in generale ad ogni superficie curva o punto dell'uno spazio corrisponde, nel- 
r altro, un ente di una di codeste tre specie, e che in codesta corrispondenza il 
contatto viene conservato. Di più ne discese che ogni equazione alle derivate 
parziali In x, y, e è trasformata in un' equazione analoga in x, , y, , «i , ma che, 
sotto date circostanze , certe superficie integrali di una tale equazione possono 
essere trasformate in curve od anche in punti; di qui apparve la necessità, nella 

rOL. XL. 42 
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integrazione delle equazioni a derivate parziali, non solo di ricercare, come sin 
allora si era fatto^ le superficie integrali, ma di assumere come soluzioni anche 
curve e punti. Era cosi raggiunta quella più ampia concezione del problema di 
integrazione, che condusse poi il Lie a così meravigliose scoperte nel campo 
delle equazioni alle derivate parziali del primo ordine. 

Che il L i e già fin dalla sua dimora a Berlino si sia occupato profonda- 
mente della classe or ora indicata di trasformazioni di contatto, appar ben chiaro 
dalla sua Nota, datata dal Gennaio 1870: « Ueber die Reciprocitàtsverh&ltnise des 
Reyeschen Complexes >. Tuttavia egli non pubblicò quelle considerazioni in tutta 
la loro generalità, se non dopo il soggiorno a Parigi. 

Quando poi alle sue ricerche sulle equazioni differenziali relative al com- 
plesso tetraedrale, debbo limitarmi a darne qualche cenno. Le oo* trasformazioni 
proiettive che lasciano invariante il tetraedro, e quindi insieme il complesso, pos- 
sono essere trasformate, mediante una trasformazione logaritmica, nel gruppo di 
tutte le traslazioni, onde le corrispondenti equazioni difi'erenziali assumono una 
nuova forma, sotto cui sono indipendenti da x, y, 2;, e in particolare un' equa- 
zione del primo ordine diventa immediatamente integrabile. D' altra parte da 
quelle oo' trasformazioni ogni curva che sia inviluppata da rette del complesso 
è in generale trasformata in 00' curve distinte; esiste allora sempre una trasfor- 
mazione di contatto, che muta codeste 00* curve nei punti dello spazio, e, nello 
stesso tempo, questi punti in quelle curve (cfr. la Nota or ora citata delle « GOt- 
tinger Nachrichten »). 

Ìj insieme di tutte codeste trasformazioni di contatto costituisce un gruppo 
infinito, che il L i e già fin da allora studiò e adoprò per la integrazione. Cosi, 
per esempio, integrò Tequazione alle derivate parziali del secondo ordine, sulle 
cui superficie integrali in ogni punto le tangenti principali formano un grappo 
armonico con le due tangenti che appartengono al complesso tetraedrale. 

Ora il Lie, quando a Berlino si trovava col Klein, gli andava comuni- 
cando a poco a poco le idee or ora accennate ed altre simili; e il Klein che, 
dal canto suo, quale scolaro del P 1 ti e k e r e quale editore degli scritti postumi 
di queir ultimo, era ben padrone della Geometria della retta e già si era anche 
occupato in modo notevole di certi gruppi, discontinui beninteso, si interessava 
vivamente alle ricerche del Lie e vi prendeva ancora una parte attiva. 

Le relazioni fra i due divennero ben presto così intrinseche, che, per esem- 
pio, il Klein stese sulla carta , in base alle comunicazioni orali del L i e , la 
Nota citata sulle relazioni di reciprocità del complesso del R e y e , e il L i e 
non trovò, dopo, quasi nulla da mutare nella redazione del Klein. Anche ne- 
gli anni seguenti il Klein si incaricò più volte ancora della redazione di al- 
cuni brevi lavori del Lie: si capisce di per sé che ciò accadde pure per le 
Memorie, che portano i nomi di entrambi. Poiché ci è dato aspettare dalla penna 
del N e t h e r (*) una esposizione documentata della influenza cho il Lio e il 



(*} L' A. allude allo scrìtto, uscito alla luce dopo la presente commemorazione: 
M. Noether — Sophus Lie (Math. Ann. Bd. 63, 1900). 
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KI ein allora e negli anni immediatamente suceessivi esercitarono l'ano sull'altro^ 
io qui non me ne occuperò più oltre, ma mi limiterò ad accennare un punto, 
che il L i e medesimo ebbe poi più volte a ricordare esplicitamente. Il Klein 
già a Berlino fece osservare al L i e che il suo procedimento per la integrazione 
di equazioni differenziali, che connettono un gruppo di oc^ trasformazioni per- 
mutabili, presenta una grande analogia col metodo che T A b e 1 applica a quelle 
equazioni algebriche, che oggi si chiamano appunto equazioni abeliane. Nel se- 
guito questa analogia con le equazioni algebrJche divenne sempre più per il 
L i e un criterio direttivo. 

La maggior parte delle ricerche compiute allora dal L i e rimase inedita, 
perchè le sue scoperte si estesero ben presto molto più in là: solo nell'ultima 
soa grande opera, la « Geometria delle trasformazioni di contatto » riprese, al- 
meno in parte, ciò che prima aveva lasciato neir oblio. Vuoisi per altro ricor- 
dare che in queste ricerche giacciono i germi di lavori posteriori del L i e so- 
pra le superfìcie minime e le superficie di traslazione quali si vogliano. 

Nella primavera del 1870.il L i e si recò da Berlino a Parigi e nel viaggio 
si trattenne alcuni giorni a Gottinga per visitare il C 1 e b s e h. Ben presto si 
trasferì a Parigi anche il Klein e là passarono entrambi il semestre di estate 
in una intrinsechezza anche più intima che non per V addietro a Berlino. Fra 
i matematici parigini strinsero relazione specialmente con G. D a r b o u x e C. 
Jordan. 

Nelle conversazioni dei due amici andava sempre più occupando il primo 
posto il concetto generale di gruppo, come pure il problema delle forme geo- 
metriche invarianti rispetto ad un gruppo prefissato. In particolare essi studia- 
rono insieme le curve e le superficie che ammettono infinite trasformazioni pro- 
iettive permutabili, e su questo argomento pubblicarono due Note in collabora- 
zione nei Comptes Rendus, Al principio del Luglio 1870 il L i e scoperse che 
una trasformazione dì contatto, nella quale già egli si era imbattuto nella sua 
teoria delle forme immaginarie, per una conveniente scelta delie costanti, gode 
della notevole proprietà di trasformare le rette dello spazio nelle sfere e, quindi, 
le a^sintotiche di una superficie nelle linee di curvatura di un'altra. Era così 
aperto di un colpo un vasto campo di nuove e interessanti teorie, poiché accanto 
alla Geometria plackeriana dèlia retta compariva una Geometria della sfera per- 
fettamente equivalente , senza poi tener conto della nuova luce , che codesta 
trasformazione gettava sulla Geometria del nostro spazio, in quanto essa poneva 
la Geometria proiettiva in una relazione sino alloi-a impreveduta con la metrica. 
Il Klein potè solo per breve tempo prender parte allo sviluppo delle 
teorie che il L ie riattaccava alla sua scoperta: lo scoppio della guerra lo co- 
strinse a lasciare la Francia. 11 Lie, come norvegese, vi si trattenne dapprima; 
ma poi neir Agosto concepì l'avventuroso disegno di recarsi in Italia, attraver- 
sando a piedi tutta la Francia. Ma non potè andare molto lontano. Le sue sem- 
bianze di biondo tedesco destavano sospetti, e già presso a Fontainblau fa ar- 
restato quale supposta spia prussiana, e dovette passare quattro intere settimane 
di prigionia, finché, specialmente per la intromissione del D a r b o u x , potè 
riacquistare la sua libertà e giungere felicemente in Italia. 
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Codesta dimora forzata a Fontaineblau dovette tornargli allora abbastanza 
penosa, ma più tardi egli la vide sotto ana lace diversa: infatti nella primavera 
del 1877 egli scriveva in una lettera ad Adolfo Mayer: «Io trovai colà 
la quiete più propizia per lo svolgimento della mia scoperta , che a me ha re- 
cato senza confronto la più grande soddisfazione >. Un compenso tardivo, ma 
altrettanto splendido, a quanto egli nel 1870 aveva sofferto come sospettato 
tedesco, fu per lui la chiamata a Lipsia che egli ricevette nel 1886. 

Il L i e , traversata Tltalia e la Svizzera, ritornò in Germania, dove nel No- 
vembre si ritrovò col Klein a Dusseldorf. Là eglino scrissero insieme la Nota 
sulle assintotiche della superficie del Kumracr, che nel Dicembre il Kum- 
m e r lesse alla Accademia di Berlino. I risultati di codesta Nota datavano an- 
cora dalla loro dimora a Parigi , poiché la trasformazione de! Lie delie rette 
in sfere aveva resa possibile la determinazione di quelle assintotiche, mentre poi 
il Klein aveva riconosciuto che codeste curve coincidevano con altre da lui 
già incontrate nella Geometria della retta, e ne aveva determinato le singolarità. 
Del resto il Lie aveva già^ fiitto conoscere la sua trasformazione di contatto 
in una Nota dei Comptes Rendus « (Sur une transformation géométrique » Seduta 
del 31 Ottobre) e, con maggiori particolari e. insieme con considerazioni gene- 
rali sulle trasformazioni di contatto, in una comunicazione alla Società di Kh- 
stiania, datata dal 24 Ottobre (« Om cn Classe geometriske Transforroationer >). 

Nel Dicembre del 1870 il L i e tornò ancora a Kristiania e all'aprirsi del 
1871 ottenne uno « stipendio > dall'Università. Ma poiché Temolumento che questo 
gli fruttava non gli era sufficiente pei bisogni della vita , egli dava anche le- 
zioni nella Scuola privata del Nissen. Nel corso dell'estate conseguì presso 1» 
Facoltà filosofica il grado di Dottore, che neir Università norvegese comprende 
anche Tabilitazione. 

Dovette perciò tenere tre conferenze di prova, e precisamente una su ar- 
gomento a sua sceltcì, le altre due su temi assegnatigli in antecedenza dalla Fa- 
coltà. I temi rispettivi furono : « Om den Plttckerske Linie-Geometri > , 
« Anvendclse af bestemte Integraler ved Difl'erentialiigningers Integration > , 
« Om rationale Brokfunktioners Dekomposition ». Dopo aver tenuto nel Maggio 
e nel Giugno codeste tre lezioni di prova, sostenne nel Luglio davanti alla Fa- 
coltà la sua tesi di abilitazione : « Over en Classe geometriske Transforma- 
tioner ». 

Questo lavoro, insieme con la sua continuazione, che comparve subito dopo 
in lingua tedesca, dà la prima esposizione estesa delle teorie, a cui il Lie era 
stato condetto dalle sue ricerche sulle trasformazioni di contatto e specialmente 
dalla scoperta di quella sua notevolissima trasformazione. Queste stesse teorie, 
in parte rifatte ed accresciute, ma sempre in forma estremamente concisa, egli 
pubblicò nei Mathematische Annalcn (Bd. V, 1872) sotto il tiiolo : « Ueber Cora- 
plexe, insbesondere Linien-und Kugel-Gomplexe mit Auvendung auf die Theorie 
partieller Differentialgleichungen ». 

Io qui non posso occuparmi profondamente del contenuto di questo impor 
tantissimo lavoro, ogni pagina del quale mostra in tutto il suo splendore il genio 
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geometrico del L i e. Mi limiterò a dire due parole sulle applicazioni alle equa- 
zioni alle derivate parziali. 

Anzitutto il lavoro contiene la prima teoria completa delle trasformazioni 
di contatto dello spazio ordinario , concepita, per altro y sotto forma puramente 
geometrica. Formolo completamente calcolate non vi si incontrano neppure per 
ana trasformazione di contatto : ma le proprietà della tnisiormazione sono de- 
dotte esclusivamente dalle equazioni finite, cbe Icf^ano x ^ y , z a r^ jy^ z^. In 
questo modo vi è anche dimostrato, che ogni trasformazione di contatto è una 
trasformazione degli elementi superficiali x ^ y jZ jp ^q dello spazio, su di che 
appunto è fondata la proprietà che il contatto è una relazione invariante rispetto 
alla trasformazione. II L i e accenna ancora come tutta intera la teoria si ge- 
neralizzi immediatamente agli spazi ad n dimensioni. 

Le equazioni alle derivate parziali, che il L i e studia nel suo lavoro, for- 
mano veramente una serie di ampie categorie ; ma ciascuna di queste è di na- 
tura particolare. Cosi, per esempio, una volta egli studia le equazioni differen- 
ziali, le cui caratteristiche sono assintotiche o linee di curvatura delie superficie 
integrali, un' altra volta certe altre equazioni, per le quali le caratteristiche sono 
geodetiche delle superfìcie integrali. In particolare codesto lavoro contiene ri- 
cerche profonde sulle condizioni sotto cui certe equazioni alle derivate parziali 
del secondo ordine ammettono un integrale intermediario del primo ordine. Il 
problema generale di integrare un'equazione qualsivoglia alle derivate parziali 
del primo ordine fra x, y, s, vi è toccato solo occasionalmente: vi è mostrato che 
ogni siffatta equazione determina oo^ elementi di superficie, che le sue superficie 
integrali sono trasformate da ogni trasformazione di contatto nelle superficie in- 
tegrali di una nuova equazione della stessa specie, e cosi via. Insomma il modo 
proprio del L i e di considerare codeste equazioni vi traluce già dappertutto, ma 
non vi è ancora enunciato completamente. 

Ad ogni modo il L i e era pid di ogni altro preparato al problema, cui egli 
si applicò nel 1871, al problema cioè di sottoporre ad un esame critico i metodi 
di integrazione conosciuti fino allora per le equazioni alle derivate parziali del 
primo ordine. Egli già possedeva il concetto generale di trasformazione di con- 
tatto, al quale era giunto da sé per via geometrica. In quel tempo ignorava an- 
cora come codesto concetto si trovasse già sotto forma analitica in Jacob!: 
ma appunto scegliendo la via, per la quale si era messo, egli s'era liberato dalle 
pastoie, che la trattazione puramente analitica aveva imposto al J a e o b i e ai 
suoi imitatori. Il L i e , piuttosto, segui le traccio del M o n g e , i cui scritti pre- 
sumibilmente erano giunti a sua perfetta conoscenza solo a Parigi e il cui « me- 
todo sintetico e analitico a un tempo, e di cosi largo successo nelle applica- 
zioni > lasciato disgraziatamente nel frattempo dai matematici neir oblio, rispon- 
deva perfettamente ai suoi gusti. 

Poiché il Li e considerava sin dapprincipio le equazioni alle derivate par- 
ziali dal punto di vista delle trasformazioni di contatto, era ben naturale che, 
jn un'equazione alle derivate parziali F(j5, x, ,..., x^ , Pi , . . . , i'«ì=0, egli 
non solo riguardasse le Pk come derivate di z rispetto alle Xj^ , ma che conside- 
rasse ancora le z, X| . . . a?,, , Pi . . . p^ nel loro insieme come le coordinate di 
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uYi ente, che egli chiamava elemento. Questo elemento era per lui l'insieme del 
punto 2?, ce, ... a?^ e del piano ad n dimensioni passante per esso, 






onde rcquazionc: dz — lp^dx^ — O esprimeva che il punto z-\-dz, x, + dx^ del- 
l' elemento infinitamente vicino, z i- dz , sc^ -f eto5^ , j^^ + rfaj< , giace sul piano del- 
l' eloracnto z, as, , p, , il che egli esprimeva brevemente dicendo che i due ele- 
menti infinitamente vicini sono uniti. 

Già molto prima il L i e si era da sé stesso abituato a operare in uno spa- 
zio a quante si vogliano dimensioni e vi era stato ricondotto ancora dallo stu- 
dio dei lavori del P 1 il e k e r , giacché questi aveva mostrato come si possa dare 
una rappresentazione intuitiva dello spazio ad n dimensioni nello spazio ordina- 
rio. 11 L i e per altro si era liberato da codesta rappresentazione intuitiva e ar- 
ditamente pensava addirittura nello spazio ad n dimensioni. Certamente egli non 
fu il primo a far ciò, ma quasi nessuno lo aveva fatto con tanta arditezza e, ad 
ogni modo, nessuno certo con altrettanto successo. 

Similmente egli non solo considerava lo spazio di punti ad n -|- 1 dimensioni 
è riguardava i sistemi di valori z, x, p come coordinate dagli elementi di que- 
sto spazio, ma interpretava le stesse z, aj, p come coordinate dei punti di uno 
spazio a 2n+ 1 dimensioni Sj^^.,, in cui allora Tequazionc di 'Pfaffdz — ìlp^dx^^O 
coordina ad ogni punto una stella di oc*""* elementi, la quale dà l'insieme di tutti 
gli elementi infinitamente vicini a 2, a?, p, che sono con essi uniti. Egli introdusse 
inoltre un nuovo concetto fondamentale, la varietà di elementi^ vale a dire una 
schiera di elementi, dei quali due qualsi vogliano infinitamente vicini sono uniti, 
o, ciò che è lo stesso, una varietà dello spazio Sj^+, z, a|, p , soddisfacente al- 
r equazione di Pfaff rfz - 1 j:>^ dac^ = , in cai, cioè, tutte le direzioni, uscenti 
da un punto della varietà e ad esse appartenenti, giacciono nella stella pocanzi 
accennata. L' importanza di questo concetto sta in ciò, che esso permette di rac- 
cogliere tutti gli spazi di punti dello S^^., 2, a?, , x^, . , , yX^ in un' unica classe 
di forme geometriche, poiché una varietà di elementi costituita da 00 ** elementi, 
una V,^ di elementi, consiste necessariamente degli 00'* elementi, appartenenti ad 
uno spazio di punti ad m dimensioni (0<w<n) contenuto nello S^^., z, x, onde 
dal nuovo punto di vista, tutti codesti spazi di punti appaiono come equivalenti 
fra loro. 

Per il L i e il problema di integrare una data equazione F (e , ac , ^) = si 
riduceva oramai a estrarre dagli oo*** elementi della equazione tutte le possibili 
varietà di od" elementi ; onde nasceva simultaneamente la necessità di ampliare 
il concetto del Lagrange di soluzione completa di F(z, x, p) - 0, assegnando 
codesto nome ad ogni scomposizione dell'insieme degli oc*'* elementi dell'equa- 
zione F = in 00 ** V„ di elementi siffatte, che gli elementi dell'equazione ne ven- 
gano esauriti tutti e una volta sola. 

In tal modo il Li e era giunto a riprendere il punto di vista, scelto dal 
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Pf aff già fin dal 1815, poiché il Pfaff appunto aveva concepito T integra- 
zione di una equazione i?,» -/(^ , a:, , . . . , x,^ , ;^i , . . . , p^^x) come ia riduzione 
dell' espressione 



^«-2/'v^3C,-/'d^^ (l) 



alla forma 



r-i»+i 



y)*JZ, X, p)dFj,{z, Xy P) 



e allora F, = cost. , . . . , F„^, = cost. , è una soluzione completa nel senso del 
L 1 e. Ma cosi nello stesso tempo era raggiunto un progresso essenziale sia ri- 
spetto al Pfaff che rispetto al Lagrange, e questo progresso il Lie me- 
desimo scorgeva principalmente in ciò , che egli operava alternativamente coi 
due spazi «, ae e «, ce, ^ (Lettera ad A. M a y e r del Marzo 1873). 

Questa nuova concezione del problema di integrazione che si era successi- 
vamente sviluppata nel L i e , lo condusse tosto ad una concezione nuova dei 
metodi di integrazione fino allora cenosciuti. 

Il Pfaff aveva mostrato nel 1815 che Tespressione (1), mediante Tintegrazione 
di un sistema simultaneo di equazioni differenziali ordinarle in «,a;„...,a5,^,p,,...,p^^,, 
si può sempre ridurre alla forma: 

V V 

dove le Wj sono funzioni di 0, aj, , . . . , a?„ , p, , . . . , p«_,. Codesto sistema simul- 
taneo era equivalente ad un' equazione lineare omogenea alle derivate parziali, 
che^ colle notazioni ora in uso, si può scrivere [jp„ — /, F] = 0, ove per [<b , P] 
si intenda il simbolo: 

Il Cauchy più tardi, nel 1819, aveva dimostrato che la integrazione com- 
pleta di quel sistema, cioè la determinazione delle 27i — 1 funzioni , fra loro in- 
dipendenti, w, ,..,,Wj^_, porta con sé nello stesso tempo la integrazione del- 
l'equazione alle derivate parziali p^ — fz=0. 

Dal punto di vista del L i e codeste relazioni apparivano In una luce tutta 
nuova. La (2) esprimeva per lui che le equazioni: 

ti, = c, ,..., W8«-, = c,.., (3) 

rappresentano per quali si vogliano valori delle costanti c^ una varietà di ele- 
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mentì; costituita da oo* elementi dell' equazione p„ = /, cioè nna V, di elementi^ 
e che quindi le (3) distribuiscono gli oo**» elementi di p^^f in oo*""* V, di ele- 
menti; delle quali in generale passa una per ogni elemento deirequazione. Il L 1 e 
chiamava codeste V, di elementi strisele caratteristiche della equazione p^ — f^ 
percliè i punti degli elementi appartenenti a una di codeste strisele formano 
una curva caratteristica nel senso del Lagrange e del M o n g e. 

Ora il metodo del C a u e h y riposava sul fatto che due varietà di punti^ le 
quali soddisfacciano all' equazione: p^-f^ si tocchino in un punto, si toccano 
lungo tutta la curva caratteristica che passa per quel punto. Il L i e generalizzò 
codesto teorema, dimostrando che due V^ di elementi, le quali soddisfacciano 
all' equazione p^ = f e abbiano un elemento comune, hanno sempre comune l'in- 
tera striscia caratteristica che passa per codesto elemento. Discende di qui im- 
mediatamente che la schiera delle strisele caratteristiche sta con 1' equazione 
p^ = f in una relazione, che non può essere alterata per mezzo di trasforma- 
zioni di contatto. So inoltre z. x^, , p^ o z -^ dz, ajy + dx^ , p^ + dp^ sono due elo- 
menti dell'equazione Pn=ff infinitamente vicini e fra loro uniti, cioè due ele- 
menti che annullino il primo membro della (2), e questi elementi appartengono 
a due strisele infinitamente vicine Wk = Cj| e u^ = €4 + ^04, sussiste evidentemen- 
te, in generale, la relazione 

2 Ufc (e, , . . . , c,„.,) dCj,-o, 

la quale esprime che ogni elemento della striscia ui^ = CJ^ è unito coli' elemento 
infinitamente vicino della striscia t^j^ = cj^ + ^Cj^ (cfr. Math. Ann. t. IX, pag. 261, 
Anm.). 

Da codeste osservazioni nacque una nuova formulazione e, nel tempo stesso, 
una estensione del metodo di integrazione del Cauchy. Il Lie, infatti , sce- 
gliendo una qualsiasi V^.i di elementi soddisfacenti alla equazione p^-f^ ma 
non generata da striscio caratteristiche, e mandando per ciascuna dei suoi ele- 
menti la striscia caratteristica, che vi passava, otteneva una V^ di elementi 
soddisfacenti all' equazione, e in questo modo giungeva a determinare tutte le 
varietà integrali , generate da strisele caratteristiche , cioè tutte le varietà inte- 
grali non singolari ; giacché la più generale V^^i di elementi che soddisfaccia 
alla Pf^^f senza esser costituita di strisele caratteristiche, si ottiene prendendo 
una arbitraria varietà di punti^ non soddisfacente all'equazione, e scegliendo fra 
gli elementi di essa tutti quelli che soddisfanno alle p^ = f. 

Quel che abbiamo detto sin qui rappresenta già un grande progresso rispetto 
ai predecessori dal Lie; ma tale progresso consiste essenzialmente nella nuova 
concezione dell'intero problema e nelle nueve vedute, che ne derivarono sai la 
portata dei risultati di quei predecessori. Ma ben presto il Lie giunse ancora 
ad un metodo di integrazione totalmente nuovo , che riduceva in modo vera- 
mente essenziale il numero e 1' ordine delle operazioni di integrazione. 

Si può tenere per certo che il L i e abbia trovato questo metodo di integra- 
zionc; applicando il concetto di trasformazione infinitesima, concetto che a par- 
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tire da questo momento era chiamato ad assumere nelle sue ricerche una parte 
sempre più importante. Io mi immagino che il processo logico , pel quale egli 
ebbe a giungere al suo risultato, sia stato a un dipresso il seguente: 

Le strisele caratteristiche di una qualsivoglia equazione del primo ordine 
<I>(2 , a:, . . .^„ , i?, .. .Pn) = sono definite dal sistema simultaneo di equazioni 
difTerenziali ordinarie: 



dz dXi dpi 



(t = I , ... , co) , 



^^'df, dp, d^.'^^'Tz 



il quale è equivalente all'equazione alle derivate parziali |*F| = 0. Questo si- 
stema simultaneo coordina ad ogni elemento z , x^^p^ dell' equazione 4^ = un 
elemento infinitamente vicino z -\- dz , ùn^ + doo^ , p^ + dp^ dell' equazione stessa, 
il quale appartiene alla striscia caratteristica passante per z j o?^ ^ jp^ ed è per- 
ciò unito con quest' ultimo elemento. Il sistema simultaneo, quindi, definisce una 
trasformazione infinitesima degli elementi di <P=0, la quale trasporta ogni ele- 
mento di codesta equazione in un altro elemento infinitamente vicino e unito col 
primo. Di più, la proprietà indicata sopra per duo strisele caratteristiche , pas- 
santi per due elementi di C>==0 infinitamente vicini e uniti, mostra che la tra- 
sformazione infinitesima or ora indicata trasporta due elementi infinitamente vi- 
cini e uniti di 4> = in due elementi soddisfacenti alle medesime condizioni, 
cosicché essa è per gli elementi di <fr = una trasformazione infinitesima di 
contatto. 

Ora si abbiano due equazioni alle derivate parziali del primo ordine: 
^, (z , tì? , jp) =- e <l>2 (2 , se ? 1?) = , le quali abbiano in comune il massimo nu- 
mero possibile di varietà integrali, tali, cioè , che gli oo*'*"' elementi eomuni si 
possano distribuire in od**"* V,, di elementi , le quali formeranno una soluzione 
comune, dipendente da w — 1 costanti arbitrarie. Allora evidentemente ogni V^ 
di clementi comuni alle due equazioni è, per ciascuno di queste , generata da 
strisele caratteristiche. Ne discende che la trasformazione infinitesima che è de- 
tcrmiuiinata, per esemplo, dalle striscio caratteristiche di <I)^ t= , trasforma in 
sé rinsieme degli elementi del sistema 0, =0, *2 = ^ P®^ codesti elementi è 
una trasformazione di contatto. Il L i e ne concluse anzitutto che V espressione 
[0, «I)^] si annulla in virtù delle 0, = ^ 0, = ed espresse ciò dicendo che le 
due equazioni O^ rr , <P| = sono fra loro in involuzione: con ciò egli traspor- 
tò nella teoria delle equazioni alle derivate parziali la locuzione, introdotta da 
F. Klein nella (ieometria della retta, di «relazione involutoria fra due com- 
plessi lineari » (cfr. Math. Ann. t. V, pag. 250). Inoltre il L i e ne dedusse che 
la indicata trasformazione infinitesima, che per gli elementi di <l>, = , *, = è 
una trasformazione di contatto , permuta fra loro le strisele caratteristiche di 
02 = 0, che soddisfanno alla 0| =0. In altre parole, se si considera la striscia ca- 
ratteristica di *| = 0, che passa per un elemento di *, •= e <I>, = , e poi si 
prendono tutte le striscio caratteristiche di *,=0, che passano peri singoli ele- 
menti di quella, si o.ttiene una V^ di elementi, che è generata anche da oo* stri- 
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scie caratteristiche di *♦ = 0. Perciò gli oc*'*"* elementi comuni di *, = e *, = 
si distribuiscono in oo-'*"^ Vj di elementi, che il L i e chiamava le varietà carat- 
teristiche del sistema in involuzione <ì>^ •= 0, O, = ^/ perchè ogni V^ di clementi^ 
non singolare, di codesto sistema in involuzione è generata da codeste varietà 
caratteristiche. Considerazioni analoghe valgono naturalmente anche per un sì- 
stema di q equazioni alle derivate parziali del primo ordino , tali che abbiano 
in comune il massimo numero possibile di V,j di elementi. 

Limitiamoci al caso di due equazioni e accanto a codeste due equazioni 
consideriamo uno spazio lineare di punti ad n dimensioni E„, appartenente allo 
spazio z , ar I ... 3C„. Allora in generale ogni elemento £ di <I>, = , <l>, = 0, il cui 
punto appartenga ad E,,, determinerà in E^ un elemento e', costituito da un 
punto di E„ e da uno spazio lineare ad n — 1 dimensioni, passante per esso; e, 
in generale, accadrà anche di converso che ad ogni elemento s' cosi ottenuto 
apparterrà soltanto un elemento e di C>, - , <I>j = 0. Perciò gli »*'*'* elementi 
di <!>, = , <l>2 ~ 0, i cui punti appartengono ad E„, determineranno nello spazio 
ad n dimensioni B„ una equazione alle derivate parziali del primo ordine , ed 
è chiaro che le V, dì elementi caratteristiche di ^>, = , Oj = intersecano E^ 
secondo le striscie caratteristiche di questa nuova equazione. Se allora si prende 
un fascio di oo* piani ad n dimensioni, il cui asse sia uno spazio E^_, ad n— l 
dimensioni, di posizione generica, sì ottiene un'equazione alle derivate parziali 
del primo ordine in n variabili, che contiene un parametro arbitrario. Quando 
sia integrata codesta equazione, rimanendo arbitrario il parametro, quando, cioè, 
siano determinate le sue strisce caratteristiche, basta considerare le 00"""* strisce 
caratteristiche, che passano per uno qualsivoglia degli oo**"' punti di E,j_| e far 
assumere al parametro tutti i possìbili valori per ottenere una V„ di elementi , 
che soddisfa al sistema <l>j = , Oj = 0, e in corrispondenza cogli oo**"' punti 
di E^.| si ottiene per codesto sistema una soluzione completa^ contenente n—l 
costanti arbitrarie. 

La integrazione del sistema in involuzione <l>, :=0, *2 = in nfl variabili 
è cosi ricondotta alla integrazione di una equazione del primo ordine in n va- 
riabili , la quale, ben inteso, contiene un parametro arbitrario. Ora, poiché il 
primo passo per la integrazione di un'equazione <I>, = consiste nella ricerca 
di una soluzione Oj deirequazione lineare alle derivate parziali [<b^ FJ = e poi- 
ché così il detto problema è ridotto alla integrazione del sistema in involuzione 
^, = , <I>j - cost. si riconosce tosto che la integrazione di *, = si riconduce 
alla determinazione di una soluzione per una serie di equazioni lineari alle de- 
rivate parziali , tali che passando da una qualsiasi di esse alla seguente il nu- 
mero delle variabili z j x , p diminuisce di due. 

Le prime pubblicazioni del L i e sopra il suo nuovo metodo di integrazione 
furono due brevi Note, apparse negli scritti della Scienze di Kristiania, lette il 
3 e il 10 Maggio 1872. Diremo per incidenza che nel primo di codesti due 
giorni egli fu eletto membro della Società. Di più il L i e scrisse intorno al suo 
nuovo metodo al C 1 e b s e h a Gottinga. Questi dapprima non volle addirittura 
credere all'esattezza dei risultali del Li e, ma quando seppe che Adolfo 
M a y e r a Lipsia aveva svolto, in un lavoro destinato ai Mathematische Annalen 
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un nuovo metodo di integrazione, il quale pure richiedeva soltanto operazioni 
d'integrazione del medesimo ordine di quelle del L i e , comrfiunìcò il 19 Giu- 
gno 1872 il contenuto della lettera del L i e alla Società di* Gottinga. Fa poi 
anche su proposta del C 1 e b s e h che il L i e fu più tardi eletto Corrispon- 
dente della Società di Gottinga (Gott. Nachr. 1872 , n. 27 , pag. 545 , seduta 
dell' 11 Dicembre). 

Codesto Incontro nei risultati fra il Li e e A. May e r ò notevolissimo, 
come quello che dà un nuovo esempio del fatto, che due matematici quasi nello 
stesso tempo e del tutto indipendentemente Tun dall'altro siano giunti alla 
medesima scoperta. A ciò si aggiunge che tutti e due hanno seguito in sostanza 
il medesimo procedimento, cioè quel processo di divisione, applicato già prima 
in casi semplici da P. Du Bois Reymond, pel quale il problema d'in- 
tegrazione assegnato si riduce ad un problema analogo in un numero di va- 
riabili piti ristretto. Soltanto il L i e lo applicava immediatamente alle equazioni 
alle derivate parziali del primo ordine, mentre il May e r lo applicava ai si- 
stemi di equazioni ai differenziali totali , illimitatamente integrabili , della cui 
integrazione si tratta nella teoria delle equazioni alle derivate parziali del pri- 
mo ordine. 

Il Mayer infatti approfittava della circostanza, che ogni siffatto sistema 
è riducibile mediante una operazione analitica , che in sostanza non è se non 
un processo di divisione, a un sistema simultaneo di equazioni differenziali or- 
dinarie in un numero minore di variabili. L'applicazione del processo di divi- 
sione fatta dal L i e era molto meno ovvia , giacché si appoggiava su nuovi 
concetti da lui introdotti, come « elemento », « varietà di elementi >' e così via. In 
compenso il Mayer aveva aggiunto un teorema, che era sfuggito al L i e , e 
che diceva che già da ogni singolo integrale di quel sistema simultaneo si può 
dedurre con sole derivazioni almeno un integrale del sistema totale. Il L i e ha 
sempre dato una grande importanza a codesto teorema, che egli amava chia- 
mare il teorema del Mayer, ed 6 degno di nota che a lui pareva difficile il 
rendersi conto dell'intima essenza di codesta proposizione. 

L' accennata coincidenza dei suoi risultati con quelli dì A. Mayer indusse il 
L i e a render noto qualche cosa di più intorno alle sue nuove teorie delle equazioni 
alle derivate parziali del primo ordine. Sullo scorcio del 1872 egli si recò presso l'a- 
mico suo il K l e i n , che allora trovavasi in Erlangen, e questi ebbe a redigere per 
lui una Nota, che il C 1 e b s h lesse alla fine d'Ottobre davanti alla Società di Got- 
tinga. Il Li e vi parla già della necessità di costruire una teoria generale degli in- 
varianti delle equazioni alle derivate parziali del primo ordine rispetto a tutte le 
trasformazioni di contatto , e osserva che una siffatta equazione sotto codesto 
punto di vista non ha nessun invariante, che cioè ogni equazione alle derivate 
pnrziali del primo ordine è trasformabile mediante trasformazioni di contatto in 
ogni altra, mentre invece già un sistema di due equazioni ammette invarianti. 
D' altra parte egli nota che rispetto al gruppo di tutte le trasformazioni pun- 
tuali già una singola equazione ammette proprietà invariantive e stabilisce sulla 
base di codesta osservazione una classificazione delle equazioni alle derivate par- 
ziali del primo ordine. Nei suoi lavori mandati alle stampe in seguito egli non 
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tornò più su codesta classificazione e solo nell' ultimo lavoro che egli pubblicò 
(nelle Leipziger Berichte del 1898) prese ad occuparsene per disteso; ma sven- 
turatamente egli non potè continuare più oltre le sue ricerche. 

Il fatto d'essersi incontrato nelle sue scoperte col M a y e r ebbe pel L i e 
una particolare importanza per le relazioni personali , che oramai si stabilirono 
fra lui ed il May er. Essi impararono a conoscersi nell'autunno del 1872 a Got- 
tinga e neir Ottobre il L i e si recò a visitare il suo nuovo conoscente a Lipsia. 
Da allora in poi corse fra loro uno scambio abbastanza vivo di lettere , nelle 
quali ò bensì vero che il Li e, secondo le sue abitudini, solo assai di rado ri- 
spondeva direttamento. alle lettere del M a y e r ^ ma in quella vece lo raggua- 
gliava con tanto maggiori dettagli delle idee, che volta per volta lo tenevano 
occupato. Appunto perciò codeste lettere hanno la più grande importanza per la 
storia dello svolgimento delle sue teorie, specialmente nel campo delle equazioni 
alle derivate parziali del primo ordine ; e sarebbe assai desiderabile elio in un 
tempo non troppo lontano esse fossero pubblicate per le stampe , il che si po- 
trebbe fare facilmente, giacché solo raramente vi occorrono frasi confidenziali, 
non fatte per la pubblicità. In questo mio lavoro io ho la fortuna di potermi va- 
lere di codeste lettere e mi sento in dovere di ringraziare anche pubblicamente 
il signor prof. A. May e r di avermene voluto così compiacentemente dare la 
possibilità. 

La relazione con A. May er esercitò sul Lie un influsso non trascurabile. 
Il Lie aveva sin qui svolta la sua teoria delle equazioni alle derivate parziali 
per mezzo di considerazioni sintetiche , mentre il M a y e r aveva lavorato con 
metodo puramente analitico. Il Lie medesimo espresse ciò una volta nei termini 
seguenti: « Ma disgraziatamente noi parliamo nella Matemaìica lingue difl'ercnti. 
per lo meno ragioniamo in modo affatto diverso» (Lettera del Dicembre 1872). 
Egli perciò a partire da quel tempo si affaticò a tradurre le sue considerazioni 
sintetiche nella lingua dell'Analisi, anzi tutto perchè egli sperava di potere in 
codesto modo rendersi più facilmente intelligìbile prima al M a y e r , indi ai Ma- 
tematici in generale, e poi anche perchè trovava mollo difficile il dare alle sue 
considerazioni sintetiche una forma che non offrisse «dito ad obbiezioni. Egli 
cosi fece già nelle Memorie sulle equazioni alle derivate parziali del primo 
ordine , che pubblicò a Kristiania , ma in più larga misura nei lavori desti- 
nati ai Mathematische Annalen. A questi ultimi egli dedicò le cure maggiori 
e lasciò inoltre al M a y e r facoltà abbastanza larga di introdurvi qua e là leg- 
gere modificazioni. Tuttavia egli non giunse ad accontentare gli Analisti perchè 
la sua esposizione lasciava ancora troppo scorgere in sé che considerazioni ori- 
ginariamente sintetiche vi erano state ammantate di veste analitica. Passò molto 
tempo prima che gli riuscisse di dare all'apparato analitico una forma utile al 
suo scopo, e questa circostanza fu un ostacolo assai grave alla diffusione delle 
sue idee. 

Prima di seguir oltre il Lie nelle sue scoperte, conviene dar conto della 
vita che egli nel frattempo aveva condótto. Nell'inverno 1871-72 egli si era ado- 
prato a ottenere una cattedra che si era resa vacante a Lund, il che a lui nor- 
vegese doveva certo riuscire abbastanza sgradevole. Ma la posizione in cui si 
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trovava e particolarmente la necessità di dar lezioni per procacciarsi di che vi- 
vere gli erano divenuti a poco a poco insopportabili. Per appoggiare la sua do- 
manda egli si era procurato da vari insignì matematici il loro parere sui ri- 
saltati da lui ottenuti sino allora. Questi pareri, che riuscirono altamente lusin- 
ghieri per lui, erano stati conosciuti in Norvegia, e i suoi amici si erano perciò 
messi airopera per conservarlo alla sua patria. Il 23 Febbraio 1872 fu presentata 
allo Storthing da un nucleo di membri la proposta di istituire per il L i e una 
cattedra nelTUniversità nazionale. Questa proposta fu approvala 11 26 Marzo con 
ottantacinque voti contro sedici e il primo Luglio egli conseguì la sua nomina 
a professore straordinario. Ciò gli giunse proprio in buon momento, come risulta 
da una sua lettera del Luglio 1873, indirizzata ad A. M a y e r. Egli vi dice: 
« Veramente io che un tempo ero un colosso di salute, in questi ultimi anni per 
aver messo a troppo dura prova la mia resistenza al lavoro, ero andato a poco a 
poco indebolendomi alquanto. L'ultima estate colmò la misura; ma fortunata- 
mente la mia nomina a Professore mi rese possibile di vivere più razionalmente. 
Da allora io mi sento sempre meglio, e spero di aver ben presto riacquistata la 
mia antica capacità, alla fatica. Lei non deve fraintendere. Proprio ammalato 
io neir intera mia vita non sono mai stato. Soltanto negli ultimi anni cominciai 
a divenire un poco nervoso >. 

Oramai il L i e poteva dedicarsi interamente allo sviluppo delle sue idee 
senza essere costretto a spezzare il suo tempo prezioso col dar lezioni. Il risul- 
tato non si fece attendere. Già nel 1872 egli giunse a scoperte, il cui sviluppo 
ulteriore lo condusse a teorie di importanza veramente inaspettata. In due bre- 
vissime note che insieme giungono appena a quattro pagine in ottavo egli diede 
i primi cenni di codeste scoperte, la cui grande fecondità gli era manifestamente 
chiara fin d'allora, sebbene egli non potesse ancora abbracciare con lo sguardo 
le loro conseguenze i emote. L' una « Zur Theorie der Differentialprobleme >, 
del Novembre 1872 conteneva una specie di programma delle sue teorie gene- 
rali di integrazione , ma nella sua forma troppo concisa era veramente a gran 
pena comprensibile, e in sostanza enunciava soltanto delie promesse che solo più 
tardi il L i e ebbe a sciogliere. L'altra invece « Zur Invariantentheorie der Be- 
riihruDgstransformationen » del Dicembre 1872 sviluppava, benché solo in forma 
di abbozzo, una nuova teoria, la prima delle molte teorie invariantive che si 
debbono al L i e. 

Fu il concetto di trasformazione infinitesima che aveva condotto il L i e a 
queste scoperte. Dì un tratto a lui si era palesata la fecondità addirittura ine- 
sauribile di codesto concetto. Il concetto in sé stesso non era una scoperta del 
L i e , perchè anzi già prima esso era stato applicato; ma fino allora nessuno lo 
aveva considerato nella sua vera semplicità, e tanto meno aveva mostrato tutto 
ciò che da esso si poteva trarre. 

Già fin dal 1869 il L i e aveva osservato che un'equazione differenziale or- 
dinaria del I* ordine : a{x , y) dy — ^{x , y) dx = sì può integrare per quadra- 
turo, se si conosce un gruppo ad un parametro di trasformazioni, rispetto al quale 
Tequazione rimanga invariata. Ora nel 1872 egli osservò che basta conoscere 
solamente la trasformazione infinitesima, da cui è generato il gruppo, per poter 
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assegnare un moltiplicatore euleriano delTequazionc. Egli giunse a questo risul- 
tato per via di considerazioni geomeiriche , che gli mostrarono come codesto 
moltiplicatore sia uguale al valore reciproco dell'area del parallelogramma infi- 
nitesimo racchiuso fra due curve integrali infinitamente vicine dell' equazione 
ady^ ^dif = 0, e da due traiettorie infinitamente vicine della trasformazione 
infinitt'sima conosciuta. Nello stesso tempo egli riconobbe che per la maggior 
parte dello equazioni difl'erenziali del primo ordine che erano state integrate 
dopo Eulero, ki ragione essenziale della possibilità della loro integrazione 
stiì appunto nella conoscenza di una trasformazione infinitesima, rispetto alla 
quale l'equazione rimane invariante. 

In base a questa osservazione il L i e si pose in generale il seguente pro- 
blema : Quali vantaggi si possono trarre per la integrazione di un assegnato si- 
stema di equazioni diflerenziali dalla conoscenza di un certo numero di trasfor- 
mazioni infinitesime, che lanciano invìiriante il dato sistema? La teoria generale 
d'integrazione che nacque da codesto problema fu da lui annunciata nella Nota 
già ricordata: « Zur Theorie der Differentialprobleme ». 

Per poter dare almeno un idea della essenza di codesta teoria d'integrazione 
dobbiamo dire due parole sul modo in cui il Li e seppe trarre partito dal con- 
cetto di trasformazione infinitesima. 

Anzi tutto era già un notevole progresso quello di considerare ogni sistema 
simultaneo 

dXi dXf^ 



5i(-r, ... xj 5«('i ... x«) 

come una trasfortfiazione infinitesima, che alle variabili re, . . . x,^ dà gli incre- 
menti 0Xy,=-iy,òté Così le curve integrali del sistema simultaneo si presentavano 
oramai come le traiettorie del gruppo ad un parametro ; che è generato dalla 
trasformazione infinitesima indicata. Di più la ricerca delle soluzioni dell'equa- 
zione lineare alle derivate parziali equivalente al sistema simultauoo : 



si riduceva alla determinazione di tutte le funzioni che restano invarianti ri- 
spetto alla trasformazione infinitesima 6,t^ = E^ 5f. Cosi non soltanto gli poneva 
in una luce del tutto nuova e rendeva addirittura evidente la relazione fra i due 
problemi di integrazione del sistema simultaneo e dell'equazione X(/*) = 0, ma 
nello stesso tempo mostrava che il primo membro dell'equazione X(/) = 0, cioè 
l'espressione X{f) , deve avere di per sé sola una particolare importanza. Nel 
fatto risultò che l'espressione X(f) può addirittura essere assunta come simbolo 
della trasformazione infinitesima. 

Veramente non si sa in modo sicuro quando il L i e abbia compiuto per la 
prima volta il passo così fecondo di conseguenze, di adoprare Tespressione X(/') 
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come simbolo della trasformazione infinitesima òx^ = S^Si. Dalle lettere al Ma- 
yer risulta soltanto ciie egli, in ogni caso, già nella seconda metà del 1873 
faceva uso sistematico del simbolo ; in un lavoro stampato esso compare per 
la prima volta nel 1874. Può darsi quindi benissimo che il Li e nel 1872 non 
possedesse ancora la concezione dello X(/) come simbolo di una trasformazione 
infinitesima, ma soltanto conoscesse la relazione fra l'equazione X(f ) = e la 
trasformazione infinitesima, e che perciò egli abbia sviluppato allora la sua 
teoria d'integrazione senza il sussidio che è dato dall' uso sistematico del sim- 
bolo. Io qui naturalmente adoprerò il simbolo. 

Base della teoria d'integrazione furono i due teoremi che ogni equazione 
differenziale, e in generale ogni sistema di equazioni , il quale rimanga inva- 
riante rispetto alle due trasiormazioni infinitesime X(/') e Y(f) rimane ancora 
invariante in primo luogo rispetto ad ogni trasformazione infinitesima della 
forma XX (f) + IJlY(/) dove X e jjl sono costanti arbitrarie^ e in secondo luogo 
rispetto alla trasformazione infinitesima 



x(Y(f))-Y(x(f)^^(XY), 



Questi due teoremi, benché forse non ancora esplicitamente posti sotto codesta 
forma, erano sicuramente in possesso del Li e già alla fine del 1872. Riguardo 
al secondo di essi io osserverò incidentalmente che esso discopre un punto di 
vista tutto nuovo nella teoria dei sistemi completi introdotti dal C 1 e b s e h. 

Codesta teoria d'integrazione fu svolta dal Lie in modo particolare pel 
caso di un sistema completo di equazioni lineari alle derivate parziali del primo 
ordine, che rimanga invariante rispetto ad un certo numero di trasformazioni 
infinitesime note. Esso si fondava sul fatto che per una parte le trasformazioni 
infinitesime note permettevano in casi speciali di assegnare senza integrazione 
certe soluzioni del sistema completo, e che per l'altra mediante l'operazione dì 
parentesi (XY) dalle trasformazioni infinitesime conosciute se ne potevano de- 
durre di nuove che lasciavano ancora invariante il sistema completo. Vi com- 
pariva in terzo luogo il concetto di moltiplicatore di un sistema completo , il 
quale comprende come casi particolari il moliiplicatore di Eulero di una 
equazione differenziale ordinaria e il moltiplicatore di J a e o b i di un equazione 
lineare alle derivate parziali, e alla cui introduzione il Lie giunse generaliz- 
zando le sue considerazioni geometriche sulle equazioni differenziali ordinarie 
del primo ordine, che ammettono una trasformazione infinitesima conosciuta. 
Veramente nella Nota « Zur Theorie der DifiFerentialprobleme » non si trova 
ancora nessuno accenno a codesto concetto di moltiplicatore generalizzato, ma 
dalle lettere ad A. M a y e r risulta che il L i e certamente lo possedeva già nel- 
l'autunno del 1873. 

Io qui voglio dire ancora poche parole soltanto sui due primi punti accen- 
nati. Si abbia per esempio un sistema simultaneo di equazioni differenziali or- 
dinarie, che sia equivalente all'equazione lineare alle derivate parziali A(/')=0, 
e si conoscano q trasformazioni infinitesime X, ,...,X^, rispetto alle quali la 
A(f) = sia invariante. 
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Allora le curve integrali del sisteraa simultaneo sono permutate fra loro da 
ogni trasformazione infinitesima della forma 

dove le Xjj rappresentano costanti. Ora se fra 'X.^(f) ,..., X^(^) e Af/") sussistono 
una o più relazioni identiche della forma 

vi' 

2 ?'* (^, . . . X,,) Xj (f) + 9 (X, . . . a: J A (/) = , 

k 

SÌ possono determinare le costanti X, . . . \^ , nel modo più generale , per cui la 
trasformazione infinitesima I);^Xj^(/) sposta un punto arbitrariamente scelto 

,r,® w^^^ su quella curva integrale del aìstema simultaneo che passa per 

esso ; ed è chiaro che la totalità dei punti co^ , ... , x,^ , che insieme con ac,** , ... , ^®„ 
sono spostati lungo lo curve integrali passanti per essi, costituisce una varietà 
generata da curve integrali passanti per essi , costituisce una varietà generata 
da curve integrali che può essere assegnata senza integrazione. Poiché inoltre 
il punto flc,** 7 . • • j x^^^ P^ò essere scelto ad arbitrio , si ottiene così una decom- 
posizione deirintero spazio x, , ... , x,^ in una schiara di varietà dì codesta na- 
tura, e si trova in tal guisa senza integrazione un certo numero di soluzioni 
dell'equazione A {f) = 0. Se si eseguisse una qualsiasi trasformazione infinitesima 
I,),^Xj^(f) sulla schiera di varietà or ora indicata, o le varietà della schiera sono 
permutate fra di loro, e in tal caso non si ottiene nulla di nuovo, oppure la schie- 
ra vien trasformata in una nuova schiera di varietà infinitamente vicina, la quale 
interseca le varietà della prima schiera , e allora in codesto modo si ottiene 
una decomposizione delle varietà dapprima trovate in varietà ad un numero 
minore di dimensioni, che sono ancora generate da curve integrali del sistema 
simultaneo ; si trovano cioè certe nuove soluzioni dell'equazione A(/')~0 e cosi 
via. D'altra parte dalle trasformazioni infinitesime X^ f/") ,. . ., X„f si possono 
dedurre per via di operazioni di parentesi le trasformazioni infinitesime (X, Xf.) 
{i y k = ì . . , q), le quali lasciano ancoia invariante l'equazione A{f) =^ , ed è 
chiaro come, aggiungendo queste alle trasformazioni infinitesime primitive si 
possono ottenere altre soluzioni dell'equazione A{f) - 0. Applicando allora ripe- 
tutamente i due metodi dianzi indicati, alla fine o si otterranno n — 1 soluzioni 
fra loro indipendenti di A{f) = e con ciò l'equazione sarà completamente ri- 
soluta, oppure si arriverà a un punto tale che, ottenuto un certo numero , in- 
feriore ad n — 1, di soluzioni indipendenti di A(/')=0, non si possano più ot- 
tenere, con l'applicazione dei metodi assegnati, né ulteriori soluzioni, né nuove 
trasformazioni infinitesime che conducono ad altre soluzioni. 

Scegliendo allora come nuove variabili le soluzioni trovate insieme con altre 
funzioni opportune , si può ricondurre il problema d' integrazione primitivo ad 
un problema d'integrazione della medesima specie in un numero minore di va- 
riabili, pel quale per altro i metodi dianzi indicati non bastano a trovar sola- 
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zioni senza integrazione. La trattazione di questo problema ridotto condusse il 
L i e nell'anno 1873 alla teoria dei gruppi di trasformazioni. 

Due parole ancora dobbiamo dire intorno alla seconda nota : Zur Invarian- 
tentheorie der Berìlhrungstransformationen » Anche questa era dovuta alla ap- 
plicazione sistematica del concetto di trasformazione infinitesima^ sebbene Tespo- 
sizione del Lie non lo lasci scorgere. 

Abbiamo già notato che il Lie nello studio delle equazioni alle derivate 
parziali del primo ordine aveva operato con trasformazioni infinitesime. Ora 
egli trovò che nel caso delle equazioni alle derivate parziali del primo ordine 
le quali non contengono esplicitamente la funzione incognita, quelle stesse con- 
siderazioni assumono una forma particolarmente bella. Invero T integrazione di 
un'equazione siffatta 9(x, ... x^ , i?|...i>n) = c sì riconduce ad una quadratura, 
se sono conosciute tutte le soluzioni deirequazione alle derivate parziali 



r«n- V7^ ^^ÈL lL\^a 



Ora se ^ è una soluzione di codesta equazione, se cioè (9^)=0, T equazione 
alle derivate parziali <p-=c, e quindi insieme l'equazione lineare: (<ff)s=0 sono 
invarianti rispetto alla trasformazione infinitesima che ammette il simbolo (^f): 
perciò ogni soluzione della equazione {r^f) = può essere considerata in due 
modi, o come soluzione o come rappresentante di una trasformazione infinite- 
sima che lasci invariante l'equazione (<ff) = 0. Questo doppio modo di conside- 
rare codeste soluzioni si palesò straordinariamente fecondo e forni per esemplo 
immediatamente un significato sintetico del teorema di P o i s s o n-J a e o b i e 
della identità di J a e o b i ; esso fu di fondamentale importanza per tutte le suc- 
cessive ricerche del L i e sulle equazioni alle derivate parziali del primo ordine 
massime perchè fu possibile estenderlo anche a quelle equazioni che contengono 
esplicitamente la funzione incognita. 

Io non posso trattare distesamente del come il L i e da codeste considera- 
zioni sia stato condotto alla sua teoria degli invarianti delle trasformazioni di con- 
tatto, e mi limiterò a osservare che egli tratta in essa il problema di trarre partito 
per quanto è possibile per la integrazione della equazione {<ff) = dalla cono- 
scenza di un certo numero di soluzioni note. Il Lie risolve questo problema 
determinando quali proprietà invarianti possegga la schiera delle soluzioni co- 
nosciute rispetto all'insieme di tutte le trasformazioni di contatto che trasfor- 
mano le sole variabili x , p. 

Questa teoria invariantiva delle trasformazioni di contatto apparve quasi 
immediatamente dopo il Programma di Erlangen del Klein: « Vergleichende 
Betrachtungen uber neuere geometrische Forschungen » e diede il primo esempio 
di una teoria totalmente nuova , che rispondesse ai punti di vista generali che 
sono contenuti in codesto programma. Il L i e per altro mi ha più volte affer- 
mato che egli aveva costruito quella teoria invariantiva affatto indipendente- 
mente dalle idee del Programma del Klein, che ad ogni modo egli allora 
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già conosceva dai colloqui avuti col Klein e nel cui svolgimento la personale 
consuetudine di loro due aveva avuto una certa parte. Egli diceva che era per 
lui del tutto naturale di occuparsi di quelle proprietà delle forme geometriche 
che rimangono invariate rispetto alle trasformazioni di un gruppo dato, nella 
stessa maniera in cui lo aveva già fatto nella sua teoria degli invarianti delle 
trasformazioni di contatto; e che invece era stata per lui nuova e maravigìiosa 
ridea del Klein, che un grande numero di campi della Matematica nota sino 
allora si potessero concepire come le teorie invariantive di certi gruppi cono- 
sciuti. 

Nelle vacanze di Natale del 1872 il Lie mosse anche il primo passo per 
formarsi una famiglia, fidanzandosi ad Anna B i r e h. Le nozze per altro non 
furono celebrate se non nel corso del 1874. Da codesta unione veramente felice 
nacquero due figlie e un figlio. 

L'anno 1873 fu dal Lie principalmente dedicato alle equazioni alle derivate 
parziali del primo ordine e al problema del Pfaff, ma disgraziatamente delle 
ricerche compiute dal Lie su questo ultimo argomento solo la minima parte 
apparve alla luce. Le sue lettere al M a y e r mostrano quanto profondamente 
egli possedesse già fin d'allora la teoria generale di quel problema. Nel Novem- 
bre del 1S73 egli scrive per esempio « Una volta o V altra io voglio scrivere 
una teoria degli invarianti del problema di Pfaff; io ho già tutto in testa ». 
Egli con ciò alludeva alla teoria generale degli invarianti, che nel caso parti- 
colare delle equazioni alle derivate parziali del primo ordine corrisponde alla 
sua teoria degli invarianti delle trasformazioni di contatto. Sulle equazioni alle 
derivate parziali del P ordine egli pubblicò invece più memorie in cui era con- 
tenuta una redazione provvisoria delle sue ricerche. In particolare egli ebbe occa- 
sione di dar finalmente una esposizione analitica della teoria delle trasformazioni 
di contarto nella quale tuttavia si appoggiò sulla teoria del problema di P fa ff 
data dal C 1 e b s e h , non essendo riuscito sino allora a trovare un modo di- 
retto di costruire la teoria sotto forma puramente analitica. Codesta via diretta 
fu scoperta solo nel 1874 da A. M ay e r [Gòtt. Nachr. del 13 Giugno 1874, n. 13]. 
Ma per quanto il Lie medesimo riconoscesse Teleganza e la semplicità di co- 
desta forma data alla teoria del M a y e r , egli tuttavia non seppe più tardi 
decidersi ad introdurla nel secondo volume della sua opera sui gruppi di tra- 
sformazione. Era una particolarità del Lie fattasi in lui sempre più decisa nel 
corso degli anni quella di lasciarsi indurre solo assai difficilmente a trarre par- 
tito nella esposizione definitiva delle suo teorie dai miglioramenti che altri avesse 
proposto per la loro formulazione. Preferiva darle sotto la forma che egli stesso 
aveva da principio trovato, anche a costo che essa lasciasse alcun che da deside- 
rare quanto all'eleganza e alla semplicità. Tuttavia sì potrà rendersi conto di code- 
sta particolarità del L ì e quando si pensi che egli aveva dovuto attendere inutil- 
mente lunghi anni prima che le sue ricerche sulle equazioni differenziali e sulla 
teoria dei gruppi fossero prese in considerazione in una cerchia di matematici meno 
ristretta, e che perciò egli desiderava di mantener Tesposiziono delle sue teorie 
libera, quanto più era possibile, da ogni elemento estraneo, per dimostrare che 
egli tutto solo le aveva sviluppate. Nella primavera del 1873 egli insieme col 
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8 y 1 w ebbe dalla Società delle Scienze di Kristiania V incarico di curare la 
nuova edizione delle opere dell' A b e 1 la quale preparavasi a spese dello stato 
di Norvegia. La parie maggiore in codesto lavoro toccò certamente al Sylow 
che già era profondo conoscitore dell' Ab el, mentre il Lie solo in seguito a 
siffatto incarico prese a studiarlo profondamente. Tuttavia egli, negli otto anni 
[da allora sino al dicembre 1881] che si richiesero, per condurre a termine 
redizione, dedicò ad essa gran tempo, e in una lettera al Mayer del Gen- 
naio del 1882 egli scrive : « È strano quanto tempo richiegga un lavoro di edi- 
zione. In questi ultimi anni la mia attività personale ne è rimasta molto in- 
ceppata >. 

Gli ultimi mesi del 1873 hanno nella vita del Lie una particolare impor- 
tanza perchè intorno a questo tempo [ nell'ottobre a quanto egli stesso ricor- 
dava ] egli giunse a porre i principii della sua teoria dei gruppi di trasforma- 
zioni. Svolgendo ulteriormente la teoria d'integrazione indicata sopra delle equa- 
zioni lineari alle derivate parziali con trasformazioni infinitesime note egli os- 
servò che il problema si può sempre ricondurre ad un « problema normale y> 
che nel caso dì un'unica equazione A(f) =^ in r -}- 1 variabili a7| . . . Xf.^^ si 
può enunciare nella forma seguente : 

Sono date r trasformazioni infinitesime: X, (/)... X^C/"), rispetto alle quali 
Tequazione A(f)=0 rimane invariata e che sono fra loro da relazioni della 
forma : 



1 r 

(X, X,) = V e.,, X, (T) (t , /e = 1 , . . . , r) 



dove le e,;,., indicano costanti, mentre fra X, (/").. .X^f/") e A(f) non sussiste 
nessuna identità della forma 

2 cp,(aD, . . . Xr^,) X^if) + x(a, . . . a;,+,) A(f) = 



in cui le funzioni 9^ e x ^^n siano tutte identicamente nulle. Si richiede che, 
per quanto è possibile, si tragga partito dalla conoscenza di codeste trasforma- 
zioni infinitesime per la integrazione di A (/) - 0. 

Sotto le ipotesi stabilite non si può evidentemente trovare nessuna soluzione 
di A(f) = senza integrazione, perchè anche l'operazione di parentesi non può 
condurre fuori dell'insieme delle trasformazioni infinitesime già note. Perciò le 
eventuali semplificazioni del processo d'integrazione debbono essere necessaria- 
mente legate colle particolari proprietà del sistema di trasformazioni infinitesime 
X,(f) . . . X^(/')-, il Lie si trovò così condotto a studiare quali conseguenze 
risultino per r trasformazioni infinitesime X^if) . . . X/f) in quante si vogliono 
variabili dall' ipotesi che esse siano legate da relazioni della forma indicata 
sopra. Ora egli trovò che un gruppo continuo di trasformazioni di un quaJsi- 
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voglia spazio in cui compaiano le due trasformazioni infinitesime X(/) ed Y(f) 
contiene nello stesso tempo non solo ogni trasformazione infinitesima della forma: 
XX f/') + Ih^if)} dove X e {x sono costanti arbitrarie, ma anche la trasformazione 
infinitesima 

X(Y(n-Y(X(0 = (XY;. 

Perciò le relazioni (X,. Xj^) = 2 c,;^, X|(^) rappresentano una condizione ne- 
cessaria, affinchè le r trasformazioni infinitesime X^ (/)... X^ tf) appartengano 
ad un gruppo continuo finito, la cui trasformazione infinitesima più. generale sia 
data dalla espressione e, X, (f) + ... + e^ ^rif) 9 ^^^^ e, . . . e, rappresentano 
costanti. 

Di conseguenza il L i e cercò dapprima di determinare in una sola varia- 
bile X tutti 1 sistemi di r trasformazioni infinitesime 

X,(/^) = 5,(x)^ (fc=l...r) 

che rendono sodisfatte relazioni della suindicata forma caratteristica. 

Egli in codesta ricerca potè naturalmente supporre che quelle trasforma- 
zioni infinitesime non rendessero sodisfatta nessuna equazione della forma, 

c,X,(;^) + ... + c,X//') = 0, 

in cui le costanti C| . . . c^ non siano tutte identicamente nulle. Ora egli trovò 
che in codesto caso il numero finito r non può essere maggiore di tre e che per 
r = 1 , 2 , 3, la variabile x si può sempre scegliere in modo che le corrispon- 
denti trasformazioni infinitesime appartengono ordinatamente ad uno dei tre 
gruppi proiettivi: 

f . , X , ax + b 
x' =^ co -{- a ; ce' = aa? -f- 6 : oc' = . 

ex + 

Con ciò era dimostrato che nello spazio ad una sola dimensione le condi- 
zioni (X< X;^) = Z tifff X, (f) sono non solo necessarie ma anche sufficienti, affin- 
chè: e, X, (/■) -i- ... + ej.Xf(f) sia la trasformazione infinitesima generale di un 
gruppo continuo finito. Il L i e fu così condotto a intraprendere la determina- 
zione di tutti i sistemi di trasformazioni infinitesime che sodisfanno a quelle 
condizioni caratteristiche. Questo certamente era allora per lui un problema 
molto difficile del quale non si poteva a priori prevedere se potesse essere ef- 
fettivamente risoluto, giacché nel caso del piano non vi era per il numero intero 
r nessun limite superiore. Nel fatto i calcoli, che il L i e dovette sviluppare per 
la soluzione del problema, furono, come egli ebbe più volte in seguito a raccon- 
tare, addirittura spaventosi. Ma egli non si lasciò spaurire ; anzi vi dedicò Tin- 
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tero inverno 1873-74 e nella primavera del 1874 egli aveva determinato non 
solo tutti i gruppi continui finiti di trasformazioni puntuali, ma anche tutti i 
gruppi continui finiti di trasformazioni di contatto che non si possono ricondurre 
mediante trasformazioni di contatto a gruppi di trasformazioni puntuali. Alla 
fine di giugno del 1874 egli potè scrivere ad A. M a y e r che già da qualche 
tempo aveva verificato i suoi calcoli, cosicché oramai la determinazione dei gruppi 
del piano si poteva considerare come sicura. 

In una lettera anteriore (deirAprile 1874) il Lie aveva già enunciato ad 
A. M a y e r alcuni dei suoi più importanti risultati e aveva parlato delle appli- 
cazioni cui le sue nuove teorie avrebbero dato luogo. Egli vi scrive : 

€ Sia data l'equazione 

(1) F(a, y , j/',...,t/W)^o. 

« Si può sempre decidere per mezzo d'operazioni algebriche e di derivazioni 
se essa sia riducibile per mezzo di qualche trasformazione analitica alla forma 
lineare 

(2) j/^'») + X^"-') y^"-*) + . . . = X. 

« Se si trova che ciò è possibile si formano due equazioni ausiliari 
n^yV) = , (p(«yy') = 

e si integrano... Poi si può ridurre la (1) alla (2). Ma l'ultima equazione si può 
ridurre alla forma 

F(a, 1/,..., y^""«M = 0. 

« La mia teoria delle trasformazioni permette di costruire certe classi di equa- 
zioni la cui integrazione è riducibile a quella di equazioni d' ordine inferiore. 

€ La mia trattazione procede più oltre di quelle note sin qui in questo punto 
essenziale, che io pel primo determino se l'equazione data possa essere ridotta 
per mezzo di una trasformazione analitica ad una forma colla quale sia possi- 
bile far qualche cosa. Se una sifi'atta riduzione è possibile la sua effettuazione 
richiede si risolvano certe equazioni differenziali più semplici. 

« Permettimi che io incidentalmente ti faccia notare che i miei gruppi di 
trasformazioni stanno in relazione anche con la geometria non euclidea, ed anzi 
mi pare che le mie teorie approfondiscano l'argomento in quanto permettono di 
abbandonare certe restrizioni. Non di meno per questa via non mi sono molto 
inoltrato. 

€ Secondo il mio modo di vedere per le equazioni di ordine superiore gli 
sforzi degli studiosi debbono tendere a trovare certe classi con forme canoniche 
corrispondenti. Si può allora sempre con l'integrazione di un sistema simultaneo 
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portare un equazione assegnata alla corrispondente forma canonica. Poi si tratta 
di integrare la forma canonica in quistione. 

« Ad ogni equazione differenziale corrisponde un certo gruppo , cioè l' in- 
sieme di tutte le trasformazioni di contatto , che trasformano in sé l' equazione 
considerata. Due equazioni differenziali appartengono alla medesima classe, se 
i due gruppi relativi sono trasformabili Tuno nell'altro mediante una trasforma- 
zione analitica. A questo proposito giova intanto notare, che vi sono equazioni 
differenziali che non ammettono nemmeno una trasformazione in sé stesse. Il 
grappo cioè qui non esiste più. Qui sta il confine della applicabilità della mia 
teoria ad equazioni differenziali ; nondimeno la mia teoria dei gruppi è un primo 
passo per lo studio delle equazioni differenziali. Il passo successivo richiede, 
come io credo, trasformazioni analitiche più elevate, le quali non siano più tra- 
sformazioni di contatto. Oh! se ciò si potesse effettuare!!! ». 

In una lettera del Giugno 1874 il L i e svolge le condizioni, afi&nchè un' e- 
quazione differenziale ordinaria del second' ordine ammetta una trasformazione 
puntuale infinitesima e si occupa in particolare delle equazioni della forma 

2/" + Xs J/' + X^y* + X| y + X = 0. 

In quella stessa lettera dice : 

€ ai gruppi di trasformazioni, intorno ai quali si concentrano i miei piani 

di studio per molti anni avvenire. Io ho idee più alte. Ma spero che V odierno 
punto di vista dei Geometri rispetto alle trasformazioni lineari abbia trovato per 
la prima volta la sua giustificazione nella teoria dei gruppi di trasformazioni. 
Anche la teoria della curvatura appare in questo modo come uno studio ne- 
cessario e non come uno studio accidentale. » 

La teoria dei gruppi di trasformazioni, che originariamente era stata conce- 
pita dal L i e soltanto come uno strumento ausiliario per l'ulteriore svolgimento 
della teoria di integrazione , acquistò per lui ben presto un interesse proprio , 
ed egli negli anni successivi lavorò indefessamente a vieppiù svilupparla e a 
porne le basi indipendentemente da ogni altra teoria. Su di essa egli fece già 
fin dal 1874 una breve comunicazione nelle « G5ttinger Nachrichten » sotto il 
titolo : Ueber Gruppen von Transformationen >, Questa Nota era slata redatta 
da F. Klein, durante un convegno che il Li e aveva avuto con lui ed A. 
M a y e r a Dfisseldorf nell'Ottobre del 1874. Il L i e vi si esprime assai chiara- 
mente anche sui vantaggi, che poteansi attendere dalla sua teoria per lo studio 
delle equazioni differenziali. Tuttavia memorie più profonde sull'argomento non 
furono da lui pubblicate se non nel 1876, dopo che gli fu riuscito di fondare 
in unione con Worm Mtlller e Q. 0, Sars un giornale particolarCi r« Ar- 
chiv for Maihematik og Naturvidenskab » , il quale gli rese possibile di rendere 
più sollecita la pubblicazione dei suoi lavori. Ed invero ì « Forhandlinger » 
delia Società delle Scienze di Kristianìa già da lungo tempo non erano stati 
più sufiflcienti alle sue esigenze, perchè la stampa ne procedeva per lui troppo 
lentamente ed egli aveva avuto di più certe divergenze personali, che gli face- 
vano desiderare vivamente di avere a sua disposizione un giornale suo proprio. 
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Gli anni immediatamente successivi al 1874 furono dal L i e dedicati allo 
svolgimento ulteriore della teoria dei gruppi, senza che tuttavia egli trascurasse 
le teorie di integrazione. Qui voglio ricordare soltanto che il L i e in base alla 
sua teoria degli invarianti delle trasformazioni di contatto , studiò quale fosse 
il metodo migliore per la integrazione dì un'equazione alle derivate parziali del 
primo ordine, e dimostrò che, se si prescinde dalla natura speciale delle funzioni 
che enti'ano in considerazione, non è possibile nessun metodo il quale si valga 
di operazioni d' integrazione d' ordine inferiore a quelle richieste dal metodo , 
dato simultaneamente dal Lice dal M a y e r. Nessuno prima del L i e aveva 
proposto, e tanto meno aveva potuto abbordare , questioni di codesta natura ; 
onde il fatto che il L i e si trovava in grado di rispondere ad esse avrebbe do- 
vuto costituire per ognuno una dimostrazione della straordinaria portata delle 
sue teorie. 

In quella vece né con la sua teoria di integrazione, né colla sua teoria dei 
gruppi il L i e ottenne quella considerazione, che egli si era aspettato. Per queste 
ragioni, ed anche per avere un sollievo dalla grave fatica spesa intorno ai gruppi 
di trasformazioni, egli a poco a poco si volse di nuovo alla Geometria, pur con- 
tinuando a pubblicare numerose memorie su ciascuna di quella due teorie. Nel 
1876 egli aveva anche concepito il disegno di scrivere un' opera di mole sulle 
equazioni alle derivate parziali del primo ordine, la quale doveva comprendere 
tutte le sue ricerche su codesto argomento, e in una lettera del Luglio 1877 
comunicò ad A. M a y e r la disposizione che egli aveva pensato per alcune parti 
di quell'opera. Ma quel disegno non giunse a compimento e, a quanto pare, solo 
pochi paragrafi del libro furono effettivamente redatti por iscritto dal L i e. Egli 
non possedeva la pazienza necessaria per condurre a termine un lavoro cosi 
lungo, e che, consistendo soltanto nel raccogliere ricerche vecchie e in parte 
neanche sue, non gli offriva l'attrattiva , che ha lo scoprire il nuovo. A ciò si 
aggiungeva Tindifferenza, che le sue ricerche trovavano quasi dappertutto e che 
doveva togliergli ancora più il gusto del lavoro. In breve , V opera non fu mai 
scritta, il che per molte ragioni è ben da deplorare. 

La lettera del 1877 sopra ricordata rimase per lungo tempo l'ultima che egli 
scrisse al Mayer, perchè solo nel Gennaio del 1882 egli riprese la corrispon- 
denza. Anche questo dipese dal fatto , che egli in codesti anni si occupava di 
preferenza di Geometria. 

I lavori geometrici che noi dobbiamo alle circostanze accennate sopra, sono 
altrettanto numerosi, quanto importanti. In primo luogo voglionsi nominare le 
sue ricerche sulle superficie minime, le quali sono del pari eccellenti per Tori- 
ginalità dei metodi che per la bellezza e la novità dei risultati, e che costrin- 
sero airammirazione anche coloro, che non avevano saputo apprezzare affatto 
le altre ricerche del L i e. A ciò si aggiungano la sua classificazione delle su- 
perficie a seconda dei gruppi di trasformazioni delle loro geodetiche, tutta una 
serie di lavori sulle superfìcie a curvatura costante, un lavoro sulle superficie 
di traslazione ed altri. 

Da un'occasione estranea ai suoi studi di allora il Lie fu condotto nel 1882 
a riapplicarsi interamente e senza interruzione alle teorie di integrazione. Egli 
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osservò, infatti, che T H a 1 p h e n aveva pubblicato ricerche sugli invarianti 
difTerenziali del gruppo proiettivo generale e su teorie di integrazione fondate 
sulla considerazione di essi. In seguito a ciò egli non tardò molto a mostrare al 
mondo matematico che egli già da molto tempo aveva approfondito codesto 
argomento assai più dell' H al p ben, e che le sue teorie davano assai più di 
quelle dell' H al p h en , le quali trattavano soltanto di certi gruppi speciali. 

Egli tornò quindi alla sua vecchia teoria di integrazione di un sistèma com- 
pleto che ammette trasformazioni infinitesime note e studiò allora più accurata- 
mente anche il caso, in cui codeste trasformazioni infinitesime generano un 
gruppo continuo finito, di cui si conoscano le trasformazioni finite. Veramente 
già nel suo Programma del 1872: « Zur Theorie der Differentialprobleme» egli 
aveva accennato che anche in codesto caso è possibile semplificare il processo 
di integrazione , ma lo aveva notato con espressioni cosi indeterminate , che 
nulla afi'atto se ne poteva comprendere. Nel seguito mai era tornato su codesto 
punto. 

Pino allora egli aveva considerato, che il solo vantaggio che si potesse ri- 
cavare dalla conoscenza delle trasformazioni finite di quel gruppo consistesse 
in ciò che si poteva evitare di introdurre nelle equazioni ausiliarie, che debbono 
essere integrate per risolvere il problema, certi parametri , che compaiono ne- 
cessariamente, quando si conoscono solo le trasformazioni infinitesime del gruppo. 
Ora egli trovò che era possibile ottenere una ulteriore semplificazione, scegliendo 
gli invarianti di quel gruppo come variabili canoniche ; così infatti le equazioni 
ausiliario assumono certe forme particolari. Non gli fu invece possibile, neppure 
mediante la conoscenza delle trasformazioni finite del gruppo, ridurre V ordine 
delle equazioni ausiliarie più di quanto permetteva già la conoscenza delle soie 
trasformazioni infinitesime. 

Nell'autunno del 1882 il L i e compiè un viaggio nella Svizzera e poi si 
recò a Parigi, dove si trattenne più a lungo. Là calcolò le equazioni differen- 
ziali invarianti e gli invarianti differenziali delle forme normali da lui trovate 
nel 1874 per i gruppi continui finiti di trasformazioni puntuali del piano e con- 
dusse così a termine il programma che erasi proposto già fin dal 1874 nella 
sua Nota di Gottinga : « Ueber Gruppen von Transformationen ». Inoltre egli 
il 3 Novembre 1882 tenne alla Société Mathématique una conferenza sulla sua 
vecchia teoria di integrazione, per richiamare su di essa l'attenzione dei Mate- 
matici francesi. Dalle conversazioni avute coli' H a 1 p h e n e dalle osservazioni 
che questi nella accennata circostanza ebbe ad aggiungere alla conferenza del 
L i e , egli fu condotto ad osservare che le equazioni ausiliarie ricordate sopra 
(sempre sotto l'ipotesi che si conoscano le trasformazioni finite del gruppo) sono 
suscettibili di una ulteriore semplificazione, in quanto esse possono ridursi ad 
equazioni lineari. L' H a 1 p h e n aveva eseguito codesta riduzione in alcuni casi 
da lui trattati, ma il L i e osservò che essa è possibile in ogni caso. 

Così l'incontro nei risultati con l' H a 1 p h e n fu importante per il L i e per 
due ragioni; in primo luogo perchè lo condusse a riconoscere la possibilità delle 
semplificazioni formali or ora accennate e in secondo luogo (e qui sta il più) 
perchè lo costrinse anzitutto a condurre effettivamente a termine la sua teoria 
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degli invarianti differenziali dei gruppi del piano e ad esporre distesamente lo 
conseguenti teorie di integrazione, e poi anche a riprendere la sua teoria gene- 
rale di integrazione dì un sistema completo che ammetta un gruppo noto e a 
metterne in luce tutta intera la portata. Nacquero così, fra il resto, le vaste ed 
importanti memorie, che comparvero nel 1883 nell'Archiv for Matematik sotto 
il titolo : « Classification und Integration von gew5hnlichen Differentialgleichun- 
gen zwischen a , y , die cine Gruppo von Transformationen gestatten » e , spe- 
cialmente, il lavoro pubblicato nella primavera del 1884 nel volume XXV degli 
Annalen : « Allgemeine Untersuchungen ùber Differentialgleichungen , die cine 
continuicrliche endliche Gruppo gestatccn ». Quest'ultimo, quanto alla ricchezza 
delle idee e alla portata delle teorie che vi sono svolte, va annoverato fra i 
pili importanti lavori del L i e. 

Negli ultimi mesi del 1882 il Lie fece anche nel campo della teoria dei 
gruppi un passo in avanti veramente grandissimo. Già da lungo tempo , egli 
aveva operato con gruppi continui infiniti (anche la sua teoria degli invarianti 
delle trasformazioni di contatto è la teoria degli invarianti di un gruppo sif- 
fatto), ma iino allora egli non era riuscito a svolgere per codesti gruppi una 
teoria analoga a quella dei gruppi continui finiti. Ora egli osservò che ciò si 
poteva fare senza notevoli difficoltà, quando si volesse limitarsi a quei gruppi, 
le cui trasformazioni infinitesime si possono definire per mezzo di equazioni dif- 
ferenziali : ora questa restrizione è perfettamente naturale, perchè se un grup- 
po è composto di tutte le trasformazioni, che lasciano invariante un sistema 
di equazioni differenziali, esso possiede necessariamente quella proprietà. Co- 
sì , per esempio , egli giunse dopo ciò a determinare tutti i gruppi continui 
infiniti di trasformazioni puntuali del piano e a ricondurli ad un numero limi- 
tato di forme normali. D'altra parte, estendendo anche ai gruppi continui infiniti 
il concetto di invariante differenziale , potò subito dimostrare che ogni gruppo 
siffatto ammette una serie infinita di invarianti differenziali, e costruire cosi una 
generalissima teoria di trasformazione, che forniva in ogni caso i criteri neces- 
sari! per la trasformabilità Tuno nell'altro di sistemi quali si vogliano di equa- 
zioni differenziali. Queste ultime idee generali furono svolte dal L i e nella pri- 
mavera del 1884 in una Memoria, che apparve nel volume XXIV degli Annalen 
sotto il titolo : « Ueber Differentialinvarianten ». A dimostrare in generale che 
gli accennati criteri sono anche sufficienti egli non giunse se non più tardi. 

Della sua posizione materiale a Kristiania il L i e era senz'altro contento 
e la riguardava, come egli stesso scrive ad A. Mayer nel Gennaio del 1884, 
« molto gradevole ». Le lezioni , che doveva tenere e il cui numero del resto 
egli poteva limitare a piacer suo, gli davano poco lavoro, e di gravoso egli non 
aveva che il molto esaminare, a cui era costretto dagli ordinamenti norvegesi, 
i quali impongono che gli esami di licenza dalle scuole secondarie siano dati 
presso rUniversità. Per esempio neirestate del 1883 egli aveva dovuto esami- 
nare per quattro settimane di fila dalle quattro alle cinque ore il giorno ! 

Era Invece come matematico che il L i e a Kristiania si sentiva molto iso- 
lato: egli non aveva un solo scolaro, che lavorasse nel tìuo indirizzo, e neppure 
aveva alcuno, che veramente seguisse le sue ricerche. Nò meno scontento egli 
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era del mondo m«ateniatico fuori di Norvegia, giacché, toltine i suoi vecchi amici 
F. Klein ed A. Mayer egli non trovava in nessun luogo un vero interessa- 
mento per quelle sue teorie, a cui egli stesso più teneva, cioè la sua teoria dei 
gruppi e le teorie di integrazione. E bensì vero che il Picard aveva ricono- 
sciuto in una breve Nota dei Comptes Rendus V importanza della teoria dei 
gruppi di trasformazioni e Taveva applicata in un modo nuovo per il L i e me- 
desimo alla teoria delle equazioni differenziali lineari : ma fuor di questo pareva 
che tutta l'opera del Lie fosse passata senza lasciare traccia di sé fra. i Matematici. 
Nella lettera ad A. Mayer or ora ricordata il L i e scrive : « Oh! se io sapessi 
soltanto, come potere indurre i Matematici a interessarsi dei gruppi di trasfor- 
mazioni e del modo di trattare le equazioni differenziali, che su di quelli è fon- 
dato ! Io sono ben sicuro, assolutamente sicuro, che codeste teorie saranno rico- 
nosciute un giorno, in avvenire, come fondamentali. Se io descrivo di diffondere 
presto tali concezioni, si è, fra l'altro, perchè io in quel caso potrei fare dieci 
volte dì più! ». 

Date codeste circostanze, ben si capisce come io trovassi presso di lui la 
più cortese accoglienza, quando nel Settembre del 1884 mi recai a Kristiania 
per trattenermivi a lungo. F. K l e i n e A. M a y e r mi avevano indotto a co- 
desto viaggio, che mi fu reso possibile in parte dallo stipendio Ha r tei, di 
cui io vado debitore alla nostra Società delle Scienze , e in parte dallo stipen- 
dium Kregel-Stcrnbach, conferitomi dalle Facoltà filosofica di Lipsia. 
Mio scopo nel recarmi colà si era per una parte di imparare a conoscere sotto 
la guida del L i e medesimo le sue teorie , e per V altra ancora di fare a lui 
dolce violenza, affinchè egli intraprendesse finalmente una esposizione compren- 
siva di una delle sue maggiori teorie, nel che io Jo avrei aiutato. 

Il L i e allora già da molto tempo andava rivolgendo il pensiero di scrivere 
un'opera di mole sui gruppi di trasformazioni: ma di questa, senza la spinta 
che ora gli veniva da altri, sarebbe accaduto precisamente quello che del libro 
sulle equazioni alle derivate parziali del primo ordine , del quale nel decennio 
dal 70 all' 80 egli aveva ideato il piano. 

Ma allora il Lie si decise di vero proposito ad intraprendere una gi*ande ope- 
ra sui gruppi di trasformazioni, la quale non doveva essere un libro che si limi- 
tasse a iniziare per la via più comoda possibile agli elementi della teoria , un 
libro popolare insomma, se pure è lecito usare questa frase parlando di Mate- 
matica ; noi piuttosto volevamo cominciare, come il Lie si esprime, addirittura 
« a piena orchestra », cioè intendevamo dare una esposizione sistematica e, quanto 
più era possibile, concisa, la quale potesse per lungo tempo conservare la sua 
ragion d' essere. 

Noi ci trovavamo insieme due volte al giorno, al mattino a casa mia , nel 
pomeriggio a casa del Lie. Fu subito intrapresa una redazione provvisoria di 
una serie di capitoli, che, secondo il piano steso allora dal Lie, dovevano tro- 
var posto nell'opera. Il Lie mi svolgeva oralmente nei nostri colloqui il con- 
tenuto di ogni singolo capitolo e poi mi dava come guida nella redazione un 
breve abbozzo, per così dire uno scheletro, che io dovevo rivestire di carne e 
di sangue. Io fui così al tempo stesso iniziato nel miglior modo desiderabile 
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alla sua teorìa dei gruppi, della quale al mio giungere in Kristianìa avevo sol- 
tanto una conoscenza molto limitata. Ogni giorno io ero costretto a stupire di 
nuovo davanti alla grandiosità dell' edifìcio , che il L i e per sé solo aveva co- 
struito e serbato nel suo pensiero, mentre le sue pubblicazioni sino allora com- 
piute ne davano soltanto una pallida idea. 

Pel Natale del 1884 questa redazione provvisoria era compiuta, e dopo questo 
il h i e lavorò alcune settimane a limare V insieme delle sue teorie , a fine di 
stabilire il piano per la redazione definitiva. Alla fìne di Gennaio del 1885 si 
cominciò di nuovo il lavoro di redazione ; i capitoli già pronti furono rifatti e 
molti ne furono aggiunti. Quando io alla fine di Giugno lasciai Kristiania, ave- 
vamo accumulato un fascio di manoscritti, che secondo un computo del Li e 
avrebbero dato circa trenta fogli di stampa. Nessuno di noi due sospettava al- 
lora che dovessero occorrere ancora otto anni prima che l'opera fosse effettiva- 
mente compiuta e che quei trenta fogli dovessero diventare centoventicinque. 
Quella redazione, che noi credavamo definitiva , fu poi ancora soltanto provvi- 
soria G ciascuno dei capitoli rifatti allora fu poi sottoposto ad uno e non di 
rado a più rifacimenti sostanziali, senza contare i molti nuovi capitoli, che fu 
necessario intercalare a rendere l'insieme deiredificio quanto più completo era 
possibile. Tuttavia vo^^Hio esplicitamente notare che il Li e, fin da quando io 
giunsi a Kristiania, possedeva già, all'infuori di pochissime eccezioni, tutte le teo- 
rìe che sono contenute nell'opera in tre volumi sui gruppi di trasformazioni ; du- 
rante la composizione dell'opera furono soltanto perfezionati i dettagli e fu con- • 
dotto l'insieme a sistematica armonia. 

I nove mesi che io dovetti passare a Kristiania in assidua consuetudine col 
L i e , saranno sempre per me indimenticabili. Io li annoverò fra i tempi più 
felici della mia vita, insieme con la lunga serie di anni, durante i quali io 
fai il collaboratore del L i e e, posso ben dirlo, il suo confidente. 

Quando io lo conobbi, il L i e , nel pieno vigore delle sue forze, era il vero 
tipo di un gigante tedesco , e lasciava apparire manifestamente la sua eccezio- 
nale robustezza e la sua prestanza. Ed invero egli fra i suoi connazionali come 
camminatore era rinomato, il che non è poco fra codesto popolo, in mezzo al 
quale uomini della resistenza e della potenzialità di un Nansen non rappre. 
sentano una rarità. Anzi a dire il vero in Norvegia allora si sapeva apprezzare 
nel L i e assai più il camminatore che il Matematico. Ancora nell'autunno del 
1893 ebbe a dare, in un viaggio a piedi fra i monti della Norvegia valido docu- 
mento della sua resistenza. Una sera egli era giunto ad un fiume in piena, che 
aveva distrutto il ponte: avanti non poteva andare, il ritorno gli era impedito 
dalle tenebre, cosicché dovette passare la intera notte camminando in su e in 
giù per non assiderare. 

Le forme del L i e tendevano già fin da allora assai visibilmente ad impin- 
guare, senza avere tuttavia traccia alcuna di pesantezza. Il suo viso alquanto 
lungo era incorniciato da una gran barba completa bionda. Gli occhi fra il 
grigio e l'azzurro sogguardavano tranquilli traverso le grosse lenti, che egli 
portava per la debolezza della sua vista. Per l'addietro gli occhi gli erano stati 
cagione di molta pena, finché poi era stato riconosciuto e corretto il suo astig- 
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iTiatismo. Allora non aveva più a lamentarsene, ma evitava pur sempre ogni 
luce sfacciata. La sua voce era forte e robusta, ma, specialmente quando par- 
lava molto alto, non era proporzionata nel tono alla sua poderosa costituzione 
fisica. 

La sua natura retta ed aperta ora nemica ad ogni Unzione e davanti a lui 
si era involontariamente condotti ad avere in lui confidenza. Si sentiva fino dal 
primo istante che con lui si poteva essere aperti, poiché egli si presentava quale 
veramente egVì era. Delle persone, per le quali non nutriva simpatìa, parlava 
apertamente e senza ritegno: gli tornava particolarmente odiosa ogni sorta 
di intrigo e perciò egli era veramente prodigo della parola intrigante e un pò 
troppo inclinato a sospettare intrighi. 

Pur avendo coscienza, pienamente giustificata del resto , del suo valore il 
Lie era tuttavia ben lontano dallo stimarsi infallibile; «siamo tutti uomini > 
egli amava dire, ed era sempre pronto a confeì$sare ogni errore, in cui fosse 
eventualmente incorso. 

Anzi allora ed in seguito si preoccupava anche più del bisogno degli errori 
che potessero annidarsi nelle sue teorie, e sperava che « almeno non ve ne fosse 
nessuno di essenziale». Gli sembrava addirittura impossìbile che in un'opera 
cosi vasta, come quella che noi allora intraprendevamo, non avessero a rimanere 
degli errori. Cionondimeno nessuno, a quanto io so, ebbe a scoprire nell* opera 
in tre volumi sulla teoria dei gruppi un solo errore essenziale; o per lo meno 
•le poche inesattezze, che vi compaiono, furono avvertite e corrette dal Lie 
medesiuìo. 

Il L i e riconosceva pienamente il valore delle scoperte veramente impor- 
tanti di altri Matematici, Confessava senz' altro che diversi campi della Mate- 
matica non avevano per lui nulla di attraente e perciò gli erano estranei. Ma 
non giudicava mai di ciò che non conosceva o al più lo faceva solo per celia; 
pur troppo io debbo dire per mia esperienza che taluni matematici davanti alle 
sue scoperte non hanno serbato il medesimo contegno. 

Non si può negare che la Matematica occupava nello spirito del Lie il 
primissimo posto Essa tuttavìa non lo dominava in modo così esclusivo da affi- 
cìolire i suoi sentimenti della vita domestica, poiché anzi egli era consorte e pa- 
dre eccezionalmente affettuoso. Del resto a ben poche altre cose egli si interes- 
sava. Seguiva con grande ardore le correnti politiche della sua patria : di senti- 
menti egli era un Norvegese radicale, e anche la più piccola apparenza di una 
dipendenza dalla Svezia era per lui insoffribile. Si dilettava della fiorente let- 
teratura norvegese; tuttavia preferiva di gran lunga le vecchie opere dell'I b s e n 
e del B j r n s n alle più recenti, e non riusciva a concepire nessuna simpatia 
per rindirizzo pessimista e mistico, a cui nei suoi drammi Tlbsen sempre piti 
si abbandonava. 

Egli amava raccontare di aver dato dapprincipio lezioni private di Mate- 
matica ad Alessandro Kjelland ed osservava che i suoi successi mate- 
matici non avrebbero potuto far sospettare in lui il futuro rinomato romanziere. 
Leggeva poi con piacere Walter S e o 1 1 , le cui opere nella traduzione fran- 
cese, gli erano stati un tempo di sollievo in qualche ora triste della sua prigio- 
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nia in Fontainebleau ; ma amava in modo particolare i romanzi marinareschi 
del Marryat. Non devesi infine dimenticare il sentimento sviluppatissimo che 
egli possedeva dello bellezze della natura : possibilmente ogni anno egli visitava 
le grandiose regioni delle montagne e dei Qord della sua patria, ma anche le 
bellezze della Svizzera e più tardi quelle del Tirolo ebbero in lui un intelligen- 
tissimo ammiratore. 

Ben sì comprende come l'intima consuetudine col Lie dovesse per un Ma- 
tematico riuscire attraente e interessante al sommo grado , tanto più in quanto 
egli la maggior parte delle volte parlava delle cose sue proprie. Io mi dolgo 
soltanto di non avere scritto un libro sui suoi colloqui con me, e di dover così 
rinunciare ad essere il suo Eckermann oil suo Bus eh. Ma anche la 
semplice conversazione famigliare con lui era, per effetto della sua schiettezza 
e della sua amabilità tutta naturale, la più gradevole che si possa immaginare. 
Negli ultimi anni della sua vita non era veramente più così : evidentemente per 
l'influenza di cause morbose si andava operando in lui un mutamento, che ren- 
deva sempre più difficile la consuetudine con lui. Tuttavia rimniaginc, che del 
L i e quale uomo io reco nel cuore , se da codesto mutamento di quando in 
quando è rimasta annebbiata, non ha potuto mai esserne completamente otte- 
nebrata. Ora che egli non è più, tutte codeste nebbie sono deleguate e di lui 
non serbo più nel pensiero, se non quello, che per così lunghi anni egli è stato 
per me. E sono corto che tutti saranno con me di un solo sentire coloro , che 
furono un tempo legati a lui da intrinseca relazione. 

Un punto saliente e decisivo nella vita del Lie fu segnato dal 1886. Egli 
dal R. Ministero Sassone deiristruzione fu chiamato a Lipsia, quale professore 
di Geometrìa, al posto del suo amico F. Klein, che passava a Gottinga. Dopo 
solo brevi incertezze si decise ad accogliere la chiamata. Ben si comprende 
come il riconoscimento veramente straordinario dei suoi meriti, che era incluso 
in codesta chiamala, gli avesse a riuscire lusinghiero in sommo grado. Ma questo 
solo non lo avrebbe certamente indotto ad accettare. Per lui fu decisivo il pen- 
siero, che a Lipsia avrebbe potuto lavorare alla diffusione delle sue idee in modo 
afflitto diverso da quello che non gli fosse mai stato possibile a Kristiania. An- 
che il pensiero della sua grande opera sui gruppi di trasformazioni, il cui com- 
pimento gli stava molto a cuore, gli faceva apparire oltremodo desiderabile di 
trasferirsi per alcuni anni a Lipsia. Ma oltre a ciò egli vi era grandemente at- 
tratto dalla speranza di potervi raccogliere intorno a sé un circolo dì scolari, 
che egli avrebbe iniziato alle sue ricerche , per educare cosi al tempo stesso 
dei Matematici , che fossero in grado di continuar a lavorare sulle sue tracce. 
Egli non si nascondeva certamente che, lasciando Kristiania, rinunciava ad una 
posizione assai comoda, mentre quella di Lipsia avrebbe portato con sé doveri 
di ogni sorta, che a lui personalmente non arridevano molto e forse anzi pote- 
vano diventare addirittura molesti. Ma sotto questo riguardo contava suir ap- 
poggio del suo vecchio amico A. M a y e r , e , ad ogni modo , a tutte codeste 
considerazioni egli , di fronte ai vantaggi che Lipsia gli offriva, non attribuiva 
gran peso. Tuttavia era sin dapprincipio sua intenzione di restare a Lipsia sol- 
tanto un certo numero di anni, per poi tornarsene a Kristiania. Per queste ra- 
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gioni, ed anche al fine di tutelarsi per ogni eventualità, si riserbo la possibilità 
del ritorno a Kristiania, prendendo soltanto un congedo a tempo indeterminato. 
Poiché il suo posto all'Università di Kristiania era personale, in quanto lo Stor- 
thing lo aveva creato appositamente per lui, egli potè riuscire a ciò senza dif- 
ficoltà. 

Nell'Aprile del 1886 egli si trasferì a Lipsia insieme con la famiglia. Disgra- 
ziatamente la sua venuta cadde proprio in quel tempo, in cui il numero degli 
studenti di Matematica, dopo la sovrabbondanza degli anni precedenti, diminuiva 
a grandi passi. Perciò spesso con quelli fra i suoi corsi , che erano destinati a 
soddisfare le esigenze generali dell'insegnamento matematico, non otteneva quel 
successo, che egli si era aspettato, e il decrescere progressivo da semestre a se- 
mestre del numero degli scolari aveva per lui alcun che di scoraggiante. 
Invece ai corsi, in cui esponeva le sue proprie teorie, si raccoglieva sempre un 
numero soddisfacente di ascoltatori, ed egli vi trovò sin dapprincipio in G. S e h cf- 
fers uno scolaro assai valente, al quale potè lasciar redigere le sue lezioni, e 
il cui aiuto gli permise in seguilo di soddisfare al bisogno di opere elementari 
di introduzione alle sue teorie di integrazione e dei gruppi, bisogno al quale la 
grande opera sui gruppi di trasformazioni non poteva, per la sua mole, sod- 
disfare. 

Particolarmente lusinghiero per luì fa il fatto che a partire dal 1888 tutta 
una schiera di scolari deirÉoole Normale di Parigi vennero l'uno dopo l'altro 
a Lipsia ad apprendere sotto la sua guida le sue teorie A codesto riconosci- 
mento della importanza delle sue teorie , che a lui veniva dalla Francia , egli 
attribuiva tanto maggior valore, in quanto fra i Matematici tedeschi, salvo po- 
che eccezioni , egli non trovava queir interessamento , che egli a buon diritto 
pretendeva per le sue ricerche. Fra codeste eccezioni vanno particolaruaente 
ricordati il Killing, lo Schur e lo Study, so si vuol prescindere dai due 
vecchi amici del L i e , F. Klein e A. M a y e r. Il Killing, indipendente- 
mente dal L i e , ma certo molto tempo dopo dì lui , era giunto al concetto fon- 
damentale di gruppo generato da r trasformazioni infinitesime; e, dopo avere 
avuto conoscenza delle ricerche del L i e , arricchì la teoria dei gruppi di im- 
portantissime scoperte, che, come quelle che si fondavano piuttosto su conside- 
razioni algebriche, erano sfuggite al L i e. Lo Schur, che fu dal L i e trovato 
collega a Lipsia, si propose il problema di stabilire i fondamenti della teoria 
dei gruppi in modo nuovo e fu cosi condotto a scoprire pei gruppi notevoli 
proprietà di teoria delle funzioni. Lo Study infine non lavorò proprio diretta- 
mente intorno ai metodi di teoria dei gruppi del L i e , ma ad ogni occasione 
che gli si off'erse, mise in luce la importanza e la fecondità delle teorie del L i e. 
A codesti tre si aggiunse più tardi anche il Maurer. Ma furono questi per 
lungo tempo i soli Matematici tedeschi che, senza essere scolari del Li e, lavo- 
rassero per le sue teorie. 

L'attività del Lie a Lipsia si svolse sopratutto negli scritti. Ciò risulta non 
soltanto dalle opere di gran mole, che egli pubblicò con la mia collaborazione 
e con quella dello Scheffers, ma anche in modo particolare dalle pubblica- 
zioni della nostra Società, della quale egli divenne membro ueirestate del 1886* 
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Codeste pubblicazioni contengono di lui trentotto memorie, comprendenti insieme 
novecento pagine in ottavo e cento trentasei in quarto. È vero che esse sono 
in parte svolgimenti di teorie, che egli già aveva pubblicato sotto forma di ab- 
bozzo o almeno sviluppato per sé medesimo nelle loro linee principali prima 
della sua venuta a Lipsia; ma in una piccola parte contengono anche teorie del 
lutto nuove. Così, per esempio, l'ultima memoria appunto^ che egli ha pubblicato 
nei nostri rendiconti, è di un valore veramente eccezionale e contiene i fonda- 
menti di teorie estesissime. 

Alla attività mentale esageratamente forzata, che il L i e chiedeva a so stesso, 
neppure la sua costituzione gigantesca poteva resistere. All'eccesso di lavoro si 
aggiunse anche il fatto che il clima di Lipsia a lui in fondo assolutamente non 
conferiva. La stessa casa che egli vi abitava esercitò certamente a poco a poco 
sul suo umore un influsso sfavorevole. Mentre infatti a Kristiania la sua casa 
era luminosa e ridente, e godeva di uno splendido panorama sul Kristianiafjord, 
a Lipsia , per evitare il sole di mezzogiorno , aveva scelto un' abitazione , alla 
quale gli alti edifici , che le stavano di contro , sottraevano pressoché tutta la 
luce. Da ultimo egli era scoraggiato dal decrescere degli scolari e dalla indif- 
ferenza che per le cose sue trovava nel mondo matematico. Cominciò ad essere 
irritato e diffidente , il che non era affatto nella sua natura. Egli stesso se ne 
accorgeva, poiché una volta, precisamente nelT estate del 1889 , ebbe a dirmi : 
« Aspetti solo che sia compiuta Topera sui gruppi di trasformazioni, ed io sarò 
subito tutt' altro uomo ». Ma purtroppo codeste speranze furono vane , e al 
principio del semestre d'inverno del 1889-90 il male lo fiaccò completamente. Il 
suo sistema nervoso era esaurito; egli non trovava più sonno e si abbandonava 
ai pensieri più cupi, come se non avesse potuto più riacquistare le sue forze. 
Dovette perciò prendere un permesso e fu condotto in una casa di salute per 
malattie nervose. 

Là, nella casa di salute di Ilten, non lungi da Hannover, le sue condizioni 
andarono a poco a poco migliorando. Egli cominciò quindi a riprender animo 
e nella primavera del 1890 potè già occuparsi ancora di lavori scientifici com- 
pletando nei dettagli o redigendo ricerche , che già da molto tempo aveva 
svolto nelle loro linee principali. Erano codeste le sue ricerche sui fondamenti 
della Geometria e la teoria generale dei gruppi di trasformazioni continui infi- 
nili. Al principio di Luglio ritornò a Lipsia, ma visse ancora per molto tempo 
tutto ritirato e preoccupandosi solo della sua salute, finché nel semestre di in- 
verno 1890-91 riprese i suoi corsi. 

Egli andò via via riacquistando la sua primitiva elasticità di spirito, e al- 
meno come matematico tornò ad essere quello di un tempo. Non per altro co- 
me uomo. La sua diffidenza e la sua irritabilità non dileguarono; si accentua- 
rono anzi sempre più col volgere degli anni, cosicché egli rendeva grave la 
vita a sé stesso e agli amici suoi migliori. E il più penoso si era che evitava 
ogni accenno aperto alle ragioni della sua tristezza. Neppur gli onori, che ora- 
mai da ogni parte affluivano a lui, valevano a migliorare la disposione dell'ani- 
mo suo. Se tutte le principali Accademie lo eleggevano l'una dopo l'altra a loro 
membro (fece eccezione, in modo strano, la sola Accademia di Berlino), se nel 
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1897 al primo conferimento del premio Lobatschefski codesto premio era 
a lui assegnato, egli tuttociò riguardava come un doveroso tributo, ma non per 
questo migliorava il giudizio pessimista che oramai portava sugli uomini in ge- 
nere e sui Matematici in ispecie. 

Ma a che vale il rievocare questi tristi ricordi ? Io non potevo nasconderli 
completamente sotto il silenzio ; ma, come già dianzi ebbi a dire, essi non pos- 
sono ottenebrare la figura del L i e , quale egli era dapprima^ e debbono onamai 
abbandonarsi all'oblio, affinchè nel pensiero dei posteri sopravviva di lui sol- 
tanto quella primitiva figura. 

10 non toccherei mai la fine, se volessi sfiorare anche solo i più importami 
lavori che il L i e pubblicò a Lipsia. Mi limiterò quindi oramai a dir due pa- 
role per mostrare come siano nate le sue ricerche sui fondamenti della Geometria. 

Abbiamo già detto che il L i e fino dal 1874 ebbe ad accennare in una 
lettera ad A. M ay e r che i suoi gruppi di trasformazioni sono legati anche con 
la Geometria non euclidea. In una lettera dell'Ottobre 1876 egli dice di piti : 
€ È veramente curioso che il lavoro di H e 1 m h o 1 1 z sugli assiomi della Geo- 
metria [Gott. Nachr. 1868] è in qualche modo uno studio di una classe di gruppi 
di trasformazioni. Io lo avevo da gran tempo presunto e da ultimo, leggendo 
la nota, lo verificai >. 

Qui il Lie non nomina il Klein, ma, fuor d'ogni dubbio, fu il Klein 
che richiamò la sua attenzione sul lavoro del H e 1 m h o 1 1 z e sul contenuto 
gruppale di esso, poiché egli stesso nel 1879 lo afferma a pag. 527 del volume 
XVI dei Mathematische Annalen. Fu ancora il Klein, che più tardi di bel nuovo 
pose soti'occhio al L i e il problema trattato dal H e 1 m h o 1 1 z e lo esortò a 
studiare dal punto di vista della teoria dei gruppi , fino a qual punto fossero 
esatti i risultati del H e 1 m li o 1 1 z, 

11 L i e rispose a questo proposito in due lettere del 188:3 e del 1884. Egli 
allora non aveva ancora eseguilo i calcoli necessari a risolvere il problema 
gruppale trattato dal H e 1 m h o 1 1 z , sebbene ciò non avesse ad offrirgli nes- 
suna difficoltà, poiché già da lungo tempo egli aveva determinato tutti i gruppi 
di trasformazioni puntuali di E,. Perciò nella lettera del 1883 egli parla soltanto 
di alcuni gruppi , che non soddisfanno all' assioma di monodromia del H e 1 m - 
h o 1 1 z ed esprime la congettura , che negli spazi a più di due dimensioni a 
codesto assioma si possa sostituire l'altro , che lo spazio R„ debba contenere 
oo**+* sfere. Nella lettera del 1884 il Lie manifesta il proposito di sostituire agli 

assiomi di H e 1 m h o 1 1 z gli assiomi, che egli più tardi ha usato nella sua prima 
Memoria sui fondamenti della Geometria (Leipziger Berichte 1890), per caratte- 
rizzare i movimenti euclidei e non euclidei di uno spazio qualsivoglia. 

Nel Settembre del 1886 il Lie tenne al congresso dei Naturalisti in Berlino 
una conferenza, in cui sottopose per la prima volta il lavoro famoso del H e 1 m - 
holtz ad una critica partendo dal punto di vista della teoria dei gruppi, e 
comunicò che nello spazio a ire dimensioni esistono, oltre i movimenti euclideo 
e non euclideo, un certo numero di altri gruppi che soddisfanno ai primi tre 
assiomi del H e 1 m h o 1 1 z , purché codesti assiomi si intendano in un senso 
conveniente. Egli disse anche allora che gli assiomi del Eelmholtz possono 
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essere sostituiti , che egli aveva enunciato nella lettera •al Klein dianzi ri- 
cordata. 

Il L i e erasi fino allora limitato a considerare gruppi, le cui equazioni sono 
rappresentabili per mezzo di funzioni analitiche ; non dalla discussione , che 
nacque dalla sua conferenza, fu condotto a studiare fino a qual punto si con- 
servassero i suoi risultati, ove si lasciasse cadere codesta restrizione. A superare 
codesta difficoltà egli faticò qualche tempo. Solo nella primavera del 1887 egli 
vi riuscì, come appare da una sua lettera al Klein e come io stesso in base 
ai miei ricordi posso asseverare ; egli trovò infatti il teorema che ogni gruppo 
non analitico transitivo , pel quale le funzioni che vi compaiono ammettano le 
derivate fino ad un certo ordine , è simile ad un gruppo analitico ; e . poiché 
nelle ricerche sul fondamenti della Geometria si tratta soltanto di gruppi tran- 
sitivi, la questione era risoluta. 

Ancora nel 1886 la conferenza tenuta a Berlino fu dal Lie pubblicatane 
nostri Rendiconti. Ma solo nel 1890, come già ho detto, egli scrisse una difiFusa 
esposizione delle sue ricerche sui fondamenti della Geometria nelle due ampie 
Memorie che comparvero in quell'anno nei nostri Rendiconti e che rifatte ed 
ampliate trovarono posto nel terzo volume delTopera sui gruppi di trasformazioni. 

Scopo del L i e in codeste sue ricerche era sopratutto di mostrare su di un 
problema che interessasse tutti i Matematici la potenza della sua teoria dei 
gruppi. Ad una formulazione puramente sintetica della Geometria i suoi lavori 
potevano poetare soltanto un contributo indiretto , perchè egli considerava sin 
dapprincipio lo spazio come una varietà numerica e questa ipotesi include ma- 
nifestamente in sé una serie di numerosi e assai riposti assiomi geometrici. Ma 
io qui vorrei far particolarmente notare un punto di cui mi sembra che sin qui 
non siasi abbastanza tenuto conto. 

Il Lie, nel tempo stesso che ha trattato e risoluto col suoi metodi di 
teorìa dei gruppi il problema del H e 1 m h o 1 1 z , ha anche esaurientemente 
mostrato che cosa si contenga nel concetto di distanza, almeno quando si con- 
sideri lo spazio come una varietà numerica. Fino ad ora la via aperta dal Lie 
è la sola, per la quale si possa condurre a termine sistematicamente e com- 
pletamente codesta ricerca. 

Già da lungo tempo in Norvegia eransi alzate voci ad esprìmere il desiderio 
di riguadagnare il Lie alla sua patria. Nel 1896 furono fatti i primi passi 
per raggiungere codesto scopo. E. Holst si era perciò unito col Bjorn- 
8 n e coli' appoggio di tutti gli uomini eminenti della Norvegia fu presentata 
allo Storthing una proposta a ciò diretta. Questa concludeva col richiamare, sotto 
condizioni straordinariamente favorevoli, il Lie a Kristiania. Egli vi sarebbe 
stato « Professor i Transformationsgruppernes Theori > e vi avrebbe material- 
mente trovato la posizione più splendida possibile. Tuttavia egli non potè deci- 
dersi tosto ad accogliere codesta chiamata, che di per sé stessa gli era giunta 
desideralissima. Prima egli volle giungere a conchiuderc in Lipsia il suo inse- 
gnamento. Perciò solo nella primavera del 1898 prese il suo congedo definitivo 
e nel settembre del medesimo anno ritornò a Kristiania. 

VCL. XL. 4(} 
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Era un moribonde^ che ritornava. Ben presto egli fa obbligato a non nscire di 
camera ; tuttavia potè ancora per qualche tempo far lezione in casa ad alcuni 
scolari, che lo avevano seguito da Lipsia. Poi anche a questo dovette rinunciarQ. 
Era stato colto da una anemia perniciosa, che rapidamente lo condusse alla fine. 
Il 18 Febbraio 1899 egli placidamente spirò. La patria sua riconoscente, che lo 
aveva riacquistato solo per vederlo patire e morire, potè almeno tributargli i 
più alti onori dopo la morte. 

L'Università di Lipsia e la nostra Società delle Scienze già lo avevano per- 
duto, quando egli fu strappato alla vita e alla sua Scienza. Tuttavia esse hanno 
potuto per venticinque semestri chiamarlo proprio e di ciò possono andar su- 
perbe. Ben difficilmente noi vedremo un suo pari. 



Fonti, cui fu ricorso nel comporre la presente commemorazione. 



1. Le lettere del Li e ad A. Mayer. 

2. Diffuse indicazioni, che da gran tempo F. Klein aveva messo in iscritto sul 

Lice sulle sue relazioni con lui. Lioltre sommari di lettere del Lie u 
F. Klein, che il N o t h e r ha fatto pel Necrologio del Lie destinalo 
ai Mathematische Annalen. Ai Sigg. F. Klein e Noether debbo i 
miei particolari ringraziamenti di avermi permessa la visione di codesto 
prezioso materiale. 

3. Diversi articoli di Elling Holst a Kristiania , cioè : 

Sophus Lie in « Nyt Tidsskrift » 2» serie, 2* annata, 2* fase. pag. 127- 
142, Kristiania, Dicembre 1893. 

La parte relativa al Lie della « Illustreret Norsk Literaturhistorie af Heu- 
rik Jftger » , Parte Scientilìca , pag. 96'10). Kristiania , Hjalmar Biglers 
Forlag. 

Trdk af Sophus Lies ungdomsHv, nel giornale ebdomadario: Ringeren, 
Annata II, n. 9 del 4 Marzo 1899, Kristiania. 

Tale ved Universitetetes Mindefest over Sophus Lie, 20 de Aprii 1899. 
^4^ E 1 1 i n g H l s t ^ Kristiania. Serataftryk af « Afterponien >. Kri- 
stiania. Chr. Schibsteds Bogtrykkeri 1899. 

4. L'articolo Lie nel Norsk Fortfatterlexicon 1814-1880 Voi. HI, pag. 518-524. 
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La notizia che vi è data delle opere scientifiche del L i e è pur essa 
dovuta al E o 1 s t. 

5. S p h u s L i e af Prof. Dr. L. S y l o w , Archiv for Mathematik og Natur- 

videnskab. Voi. XXI, N. 1, pag. III-XXIII. 

6. Alcune comunicazioni debbo anche al Sig. Bibliotecario J. B. Halvorsen 

di Kristiania. 
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REALE ACCADEMIA DELLE SCIENZE FISICHE E MATEMATICHE 

DI NAPOLI 



Programma di Concorso. 

L' Accademia di Scienze Fisiche e Matematiche della Società Reale di Na- 
poli conferirà un premio di Lire 1000 air autore della migliore Memoria che 
porterà qualche contributo notevole alla teoria invariantiva della forma ternaria 
biquadratica, preferibilmente per quanto riguarda le varie condizioni di spezza- 
mento in forme inferiori. 

Condizioni. 

1. Lo Memorie dovranno essere scritte in italiano, latino o francese ed es- 
sere inviate al segretario deirAccadcmia non più tardi del 30 Giugno 1904. 

2. Esse non porteranno il nome deir autore , ma saranno distinte con un 
motto, il quale dovrà essere ripetuto sopra una scheda suggellata, che conterrà 
il nome delTautore. 

3. Le schede della Memoria premiata e di quelle ohe avranno ottenuto Vac- 
cessity saranno aperte dal presidente nell' adunanza generale, che avrà luogo 
nella prima domenica del 1905. 

4. La Memoria premiata sarà pubblicata negli Atti deirAccademia, e Fau- 
tore ne avrà cento copie. 

6. Tutte le Memorie inviate pel concorso al premio si conserveranno nell'ar- 
chivio deirAccademia, e soltanto si permetterà di estrarne copia a chi le avrà 
presentate. 



Napoli, 4 Gennaio 1903 



Il Segretario 
Fr. Bassani. 
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ANNUNZI BIBLIOGRAFICI 



Dott. log. Nicola Grassi -Elementi di Geometria Descrittiva per uso 
della R. Accademia Navale e dei R. R. Istituti Tecnici , con 58 Tavole conte- 
nenti 337 figure.— Livorno, 1901 ; stabil. tipogr. S. Belforte e C"— Prezzo L. 8 
(testo e tavole). 

TI testo (Vili + 264 pagine; si compone di una introduzione (pagine 1—23) 
e di tre parti: 

Parte prima : Esposizione del metodo di M o n g e. 

Parte seconda: Cenno sui metodi delle projezioni: quotata, assonometrica 

centrale. 
Parte terza: Cenno sulle varie prospettive e determinazione delle ombre 
di un oggetto. 



Prof. Giuseppe Peano— Aritmetica generale ed Algf:bra elementare 
(Torino, Paravia, 1900)— Prezzo L. 2,40. 



F. I. Holzinger— Aritmetica politica per le scuole superiori di commercio. 
Prima versione italiana, pagine IV + 118, Vienna, 1902; editore Alfredo 
Holder, libraio deirUniversità. 



ERRATA-CORRIGE alla Nota di I. A m a 1 d i 

Pag. 31 . . . forinole (3) : L'ultima coppia di parentesi tanto nel numeratore, 
quanto nel denominatore sia separata con puntini della precedente coppia. 



Digitized by 



Google 



)( 366 )( 



SULL'ARTICOLO DI S. KANTOR 

SOPRA UN' ERRORE IN UNA MEMORIA FONDAMENTALE DI SOPHUS LIB 



NOTA DELLA DIREZIONE 



Dopo la pubblicazione di questo articolo (pag. 278 di questo stesso volume) 
è pervenuta alla Direzione del Giornale una lettera del prof. Corrado Segre , 
nonché una lettera dello stesso sìg. S. Kantor, dalle quali appare che la pro- 
posizione di Sophus LiC; in esso criticata, è esatta e che l'appunto alni fatto in 
questo articolo è dovuto semplicemonto ad un equivoco nel quale è caduto il 
8ig. S. Kantor. 

Gennaio 190;^ 

La Direzione 
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